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Предисловие 

Учебное пособие подготовлено на основе части курса лекций 
и материалов семинарских занятий, которые в течение нескольких 

лет авторы проводят на экономическом факультете Московского 
государственного университета имени М.В. Ломоносова в рамках 

курса по выбору «Актуарные расчеты». Уникальность издания и 
основное его достоинство заключаются в том, что в нем помимо 

теоретического материала приводятся решения большого количе

ства задач по актуарной математике. Поэтому оно может с успехом 

использоваться не только для усвоения университетского курса, 

но и для подготовки к квалификационным экзаменам в актуарных 

профессиональных ассоциациях. В целом структура и содержание 

книги соответствуют международному стандарту и требованиям 
подготовки актуариев по курсу «Актуарная математика в страхо

вании жизни». 

Профессия актуария с более чем полуторавековой историей 
считается очень достойной и престижной в мире. Она регулярно 

попадает в список 25 лучших профессий, ежегодно публикуемый 
МИнистерством труда США. Специалист, подготовленный в соот
ветствии с международными стандартами и признаваемый актуа

рием в одной стране, может быть принят на работу по специаль

ности и в другой стране, профессиональная ассоциация которой 

признает международные стандарты профессии актуария. 

В организации квалификационных экзаменов, проводимых в 
России Гильдией актуариев начиная с 2003 г., неоднократно при

нимали участие международные эксперты, в частности из Group 
Consultatif при Еврокомиссии, подтвердившие адекватность экза
менов гильдии международным стандартам. Система экзаменов, 

проводимых Гильдией актуариев, стала одним из факторов при -
знания ее полноправным членом международной актуарной ассо

циации (IAA) в 2008 г. Данная книга может быть использована для 
подготовки к экзамену по курсу «Актуарная математика», который 
проводит Гильдия актуариев. 

Профессия актуария в страховании имеет в нашей стране не 
очень радостную историю. Хотя уже в законе «06 организации 
страхового дела» (в редакции 2003 г.) был определен порядок ат
тестации актуариев, позже эти нормы закона были изъяты и про-
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фессия актуария до сих пор остается в России неконституирован

ной. Однако есть надежда, что это будет сделано в самое ближай

шее время, поскольку соответствующие предложения внесены 

в Государственную Думу. Дальнейшее развитие отечественного 

страхования, гармонизация его регулирования с международны

ми требованиями совершенно невозможны без принятия законо

дательных норм, определяющих функции актуария в Российской 
Федерации. 

Суть профессии актуария заключается в том, что он является 

специалистом по оценке рисков. Как известно, мы живем в мире 

рисков, в котором много элементов неопределенности. В первую 

очередь эта профессия важна в финансовой сфере, в частности в 
страховании, где неправильные решения, связанные с рисками, мо

гут привести к серьезным последствиям и экономическим потерям 

как для компании, так и для ее клиентов. 

Особое значение имеет профессия актуария в страховании 
жизни. Правильные расчеты тарифов и страховых резервов служат 

гарантией надежности компании по страхованию жизни и выпол

нения ею своих обязательств перед клиентами. Освоение материа
лов данной книги позволит подготовиться к выполнению функций 

актуария по страхованию жизни. 

По развитию страхования жизни Россия пока существенно от

стает не только от развитых стран, но и от стран Центральной и 

Восточной Европы. Это означает, что у данной отрасли страхова

ния в РФ очень большой потенциал роста, что профессия актуа

рия станет востребованной в самое ближайшее время и страховые 
компании будут принимать на работу высококвалифицированных 

специалистов. 

В пособии представлены разнообразные модели и задачи, 
возникающие в страховании жизни. Оно может быть полезно не 
только будущим актуариям, но и специалистам в области при

кладной математики. Для освоения материалов книги требуется 
знание основ математического анализа, теории вероятностей и 

математической статистики. Сделаем несколько предварительных 

замечаний. 

В актуарной математике используется фундаментальное пред

положение: математическое ожидание современной стоимости 

премий равно математическому ожиданию современной стоимости 

ожиданий страховщика. По сути, этот принцип означает, что акту

арная премия не может приносить выгоду ни клиенту, ни страхов

щику, т.е. она является справедливой. 
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При расчете страховых премий, выплат, резервов необходимо 

учитывать эффект дохода от инвестиций собранных премий. Сред

ства, собираемые страховщиками в виде страховых премий, инве
стируются в рамках текущего законодательства, и в соответствии 

с инвестиционной политикой у каждой компании имеется свой 

показатель инвестиционной доходности, меняющийся во времени 

случайным образом. При актуарных расчетах необходимо находить 
приведенные к определенному моменту стоимости, которые назы

ваются текущими или современными стоимостями (present value) 
будущих выплат и взносов. Следует еще раз отметить, что будущая 
инвестиционная эффективность, по сути, является случайной ве
личиной, поэтому, как правило, для актуарных расчетов применя

ется некоторая усредненная величина, называемая расчетной или 

просто нормой доходности и обозначаемая через i. В соответствии 
с данной величиной выплаты и взносы, совершаемые в различные 

моменты времени, дисконтируются к определенному моменту. 

Демографические показатели, используемые в моделях, в част
ности вероятности дожития до определенного возраста, определя -
ются с помощью таблиц смертности. В приложении к книге при

водятся иллюстративные таблицы смертности, необходимые для 
проведения самостоятельных расчетов читателями. 

Структура книги достаточно традиционна для аналогичных за
рубежных изданий. В гл. 1 даются основные понятия курса «Актуар
ная математика». В гл. 2 в математических моделях рассчитываются 
так называемые чистые премии, учитывающие такие факторы, как 

расчетная норма доходности, фактор смертности и срок действия 

договора. Издержки страховщика при расчете чистых премий иг

норируются. В гл. 3 и 4 в моделях рассматриваются математические 
модели по страхованию жизни, в том числе с учетом издержек стра

ховой организации. 

Д.В. Денисов, 

И.Б. Котлобовский 



Глава 1. 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ДОЖИТИЯ. 
ТАБЛИЦЫ СМЕРТНОСТИ 

1.1. Функция дожития 

В договорах страхования, связанных с дожитием застрахован -
наго лица до фиксированного возраста, одним из основных факто
ров неопределенности, влияющих на оценку обязательств страхов

щика, является продолжительность жизни застрахованного после 

заключения договора. Страховые компании имеют дело с большим 

количеством клиентов, поэтому продолжительность жизни каждо

го застрахованного трактуется как случайная величина, имеющая 

набор характеристик, присущих рассматриваемому классу застра
хованных лиц. 

Для новорожденного продолжительность его предстоящей 

жизни будем считать непрерывной случайной величиной и обо
значать как Х. Для однородной группы застрахованных предпола

гается известной функция распределения случайной величины Х, 
обозначаемая как F(x). На практике это означает, что при работе 
с достаточно большой, однородной по условиям жизни и роду за

нятий группой клиентов страховой компании известна статистика 

смертности внутри данной группы, на основании которой строится 

функция F(x). 
В актуарной математике любой индивид, находящийся в воз

расте х, именуется как «Жизнь Х» и обозначается (х). При этом раз

ность 1 - F(x) называется функцией дожития для данной группы 
застрахованных и обозначается через s(x). Функция дожития s(x) 
непрерывно убывает, s(O) = 1, s( +оо) =О. 

Из определения s(x) следует, что Р(а<Х~ Ь) =s(a)-s(b). Из фор
мулы условной вероятности вытекает, что для человека, дожившего 

до возраста х, вероятность прожить еще t лет обозначается через 
t р х и составляет 

s(x+t) 
tPx= s(x) · 

Вероятность того, что (х) умрет на интервале (х, х+ t), равна 
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р( х tlx 
s(x)-s(x+t) 

1 
s(x+t) 

1 х< <х+ >х = - = - р · 
s(x) s(x) t х' 

здесь tPx - введенная ранее вероятность дожития до возрастах+ t 
для человека возраста х; 1 - t Рх = t qx - вероятность наступления 

смерти (х) до наступления возрастах+ t. При х= О величина tPx рав
на s(t). 

Пример. Случайная величина продолжительности жизни Х 

имеет функцию распределения 

F(t)=min(l, ~} t>O. 

1. Чему равна вероятность дожития до возраста 75 лет для но
ворожденного? 

2. Какова вероятность того, что новорожденный в настоящее 
время индивид умрет на возрастном интервале от 20 до 45 лет? 

Решение. 

1. Вероятность дожития по определению есть s(75) = 1-.У75/80 = 
= 0,025321. 

2. Искомая вероятность равна F( 45) - F(20) = 0,75 - 0,5 = 0,25. 

Пример. Для некоторой группы новорожденных функция до
жития s(x) = e-o,oix, х> О. 

1. Чему равна вероятность того, что новорожденный из данной 
группы не доживет до 65 лет? 

2. Как найти вероятность того, что ( 40) умрет на возрастном 
интервале от 50 до 75 лет? 

Решение. 

1. Данная вероятность равна 1- s( 65) = 1- e-o,oix = 0,477954. 

s(SO) - s(75) -о 01 2. Данная вероятность равна = 1-е ' х=О,221199. 
s(SO) 

В практике страхования параметры случайной величины про

должительности предстоящей жизни основаны на информации 

статистических таблиц смертности. Функция дожития также стро

ится исходя из этих таблиц. На чем основано данное построение? 
Обозначим через L(x) случайное число индивидов, доживших до 
возраста х, из первоначальной группы, состоящей из 10 практиче

ски одновременно родившихся людей, а через lx - математическое 

ожидание L(x). В таком случае имеет место равенство lx= l0 s(x). На 
практике есть данные по оценкам величин lx, х >О. Как правило, 
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таблицы основаны на целочисленных значениях х. Таким образом, 

s(x) представляется в виде величины 

Jx 
s(x) = Т 

о 

(1.1.1) 

Из (1.1.1) следует 

lx+t ( ) tPx= -l . 1.1.2 
х 

Через D(x) будем далее выражать случайное число смертей на 
возрастном интервале от х до х + 1. В таком случае среднее значе
ние D(x) = dx: dx=E(D(x)). Для целого возрастах величина dx -
ожидаемое число смертей на х + 1-м году жизни. Из равенства 
D(x) =L(x)-L(x+ 1) следует 

dx=lx-[x+I· 

Ожидаемое число людей, умерших в течение возрастного ин -
тервала (х, х + t), равно 

tdx= lx - lx+ 1 = l0(s(x)- s(x+ t) ). 

Величина t Рх имеет также обозначение s)t). Следовательно, 
функция дожития s(x) может быть выражена как s0(x). 

1. 2. Вероятность дожития 
начиная с произвольного возраста 

До сих пор рассматривалась вероятность дожития до фикси -
рованного возраста для новорожденного, т.е. для (О). Введем в рас
смотрение случайную величину Т(х) - непрерывную случайную 

величину предстоящей продолжительности жизни для (х). Здесь 
необходимо отметить, что данная случайная величина рассматри -
вается при условии, что индивид достиг возраста х. Неравенство 

Т(х):::;; t для всякого неотрицательного t в актуарных терминах озна
чает, что (х) проживет не более t лет. В обычной терминологии это 

выражается в том, что индивид доживает до возраста х и при этом 

условии не доживет до возраста х + t. Значит, функция распределе
ния случайной величины Т(х) определяется как 

s(x)-s(x+t) . 
Fт(x)(t) = Р(Т(х) ~ t) = s(x) = 1-1Рх ' 

последнее означает, что ранее определенная величина t qx совпадает 
с функцией распределения случайной величины Т(х): 

Fт(x)(t)=tqx. (1.2.1) 



12 Глава 1 

Случайная величина продолжительности жизни Х связана со 

случайной величиной Т(х) равенством 

Р(Т(х)::; t) =Р(х<Х s;x+ t 1 Х>х). 

Из определения Т(х) и формулы полной вероятности следует 

Р(Т(х) > t+ r) =Р(Т(х+ r) > t 1 Т(х) > r) Р(Т(х) > r) =rPx · tPx+r · 

Исходя из ( 1.1.2) последнее равенство выглядит как 

Jx+r+t = Jx+r Jx+r+t 
lx lx [x+r 

В терминах вероятностей дожития данное соотношение записыва

ется в виде 

r+tPx= rPx · tPx+r · (1.2.2) 

В частности, при t =О равенство ( 1.2.2) в силу условия 0р х = 1 при х >О 
переходит в тождество rPx= rPx· Кроме того, из (1.2.2) вытекает 

r+tqx= 1- (1- rqJ (1- tqx+r). 

Пример. Доказать, что s0(x+ t) =s0(x)sx(t). 

[х [x+t 
Решение. Перемножая равенства s0(x) = -1 , s)t) =-1-, получим 

l о х 

x+t s0(x) sx(t) = - 1-; последнее частное равно s0(x+ t). 
о 

Часто рассматривается однородная группа людей одного воз-

растах с предельным возрастом w, до которого никто из этой груп
пы не доживет. В теоретических работах многие распределения Т(х) 

предполагают w= оо. При этом вероятности дожития до нереально 
больших возрастов пренебрежимо малы. Поэтому, не ограничивая 
общности, всегда можно считать, что случайная величина Т(х) мо
жет принимать любые положительные значения. 

Пример. Пусть w= 100, lx=w-x, хЕ(О, w). 
1. С какой вероятностью (60) доживет до 75-летнего возраста? 
2. С какой вероятностью ( 60) умрет на возрастном интервале 

от 80 до 90 лет? 
3. С какой вероятностью (60) проживет 50 лет? 

Решение. 
1 25 

1. Искомая вероятность 15р60 равна / 5 = 40 = 0,625. 
60 

s(80) - s(90) l -1 
2. Эта вероятность вычисляется как ) - 80 90 = 0,25. 

s(бО 160 



Характеристики дожития. Таблицы смертности 13 

3. Вероятность равна нулю, поскольку по условию предельный 
возраст равен 100 годам, следовательно, до 11 О лет человек дожить 
не сможет. 

Величина tPx' по определению равная Р(Т(х) ~ t), т.е. вероят
ности того, что х доживет до возраста х + t, при t = 1 записывается 
без префикса t: IP х = р х· Аналогично 1 qx записывается просто как qx. 
Таким образом, 

Рх=Р((х) доживет по крайней мере дох+ 1), 
qx=P((x) умрет в течение года). 

[x+I dx 
При этом Px=-z-, qx= 1-Px=-z . 

х х 

При всех t очевидно тождество 

tPx + tqx= 1. 

Пример. Доказать, что при всех натуральных п > 1 

пРх=Рх Px+l Рх+2 ··· Px+n-1' 

Решение. Доказательство вытекает из равенства 

_ lx+I [х+2 [х+3 lx+n _ lx+n _ 
Рх Px+l Рх+2 · · · Рх+п-1 --1--1 --1 - · · · z --z--nPx· 

х x+I х+2 x+n-l х 

(1.2.3) 

Отложенной на t лет вероятностью смерти называется вероят
ность того, что (х) умрет на возрастном интервале (х+ t, х+ t+ и). 
Эта вероятность обозначается через tlиqx и равна 

tlиqx=P(T(x) Е (t, t+ и))= s(x+t)-/(;+t+u) = lx+t-lx+t+u. (1.2.4) 
S Х lx 

При значении и= 1 функция Ф qx записывается просто t 
1 
qx. Таким 

образом, tiqx=P((x) умрет в течение возрастного года (х, х+ 1)). 
В соответствии с (1.2.4) 

q _ lx+t - lx+t+ 1 lx+t - lx+t+ 1 lx+t 
tj х- l - l l -tPx·qx+t· 

х x+t х 

(1.2.5) 

Равенство (1.2.5) легко интерпретируется следующим образом. 
Умереть на возрастном промежутке [х+ t, х+ t+ 1) означает дожить 
до возраста х + t и при· этом условии умереть до наступления воз
растах+ t+ 1. 

Пример. Доказать, что tlqx = t+ 1 qx - t qx. 

l -1 
Решение. q - q = хн хн+ 1 Последнее выражение в силу t+l х t х l . 

(1.2.4) равно t\qx. х 
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Пример. Для некоторой таблицы смертности известны 

4q 76 =О,13 и 20 q 56 = 0,25. Требуется вычислить значение 24р56 • 

Решение. 24р 56 = (1- 20q56 ) (1- 4q76) = 0,75 · 0,87 = 0,6525. 

1.3. Интенсивность (сила) смертности 

Интенсивность, или сила, _смертности позволяет вычислить 

вероятность смерти на малом промежутке времени после текуще

го возраста как значение функции, линейной относительно длины 

данного временного промежутка. Эта характеристика вводится сле

дующим образом. Для бесконечно малого значения t = dx величина 

tqx равна dxqx = (s(x)-s(x+dx))!s(x). При условии существования 

производной s' (х) последняя величина есть - s'((x)) dx. Коэффици -
s'(x) s х 

ент - s(x) называется интенсивностью (или силой) смертности в 

возрасте х и обозначается через µх. Таким образом, интенсивность 
смертности в возрасте х равна 

-1· Лхqх 
µх- lffiлx~o--· 

Лх 
(1.3.1) 

Пример. Возрасту х= 50 лет соответствует µ50 =0,01. Требуется 
вычислить приближенную вероятность того, что ( 50) умрет в тече
ние ближайших трех месяцев. 

Решение. Искомая вероятность равна 0,01·0,25 = 0,0025. 
Следует заметить, что величины µх и qx существенно не разли -

чаются. Действительно, если рассмотреть функцию h(Лх) = Лхqх, то 
Лх 

-h(d - s'(x) µх- х)-- s(x)' 
s'(x+ 8) е 

qx = h(l)= s(x) , Е(О, 1). 

Следовательно, если производная s' (х) непрерывна, то µх ~ qx. В част
ности, если s' (х) в области значений х удовлетворяет условию Лип
шица с константой L, то в этой области 

Кроме того, в области вогнутости функции дожития, т.е. в области 

убывания производной s'(x), значение qx> µх, а в области выпукло
сти s'(x), наоборот, qx < µх. 

Из определения lx и соотношения lx= 10 s(x) имеем 
l' 

µ - х 
х---1-. 

х 

(1.3.2) 
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Пример. Пусть lx= 10 (1-х/ w), х Е (О, w). 

1. Требуется найти dx, х Е (О, w). 

2. Найти µх, х Е (О, w). 

3. Найти qx, х Е (О, w). 

Решение. 
l 

1. dx= lx-lx+I = _Q_ при всех ХЕ(О, w). 
w 

2. _!!:__ lx= 1, следовательно, µх= 1 / (w-x), х Е (О, w). 
dx w 

w-x-1 1 
3. qx = 1 - = = µх. 

w-x w-x 

15 

Из равенства (1.3.2) вытекает, что для всякого возрастах сила 
смертности 

d 
µх = - - (lnl). 

dx 
Отсюда следует важное соотношение 

t t d l 
Inlx-Inlx+t=-J µx+ydy= J- (Inlx+)dy=In x+t =IntPx' 

О О dy [х 

которое можно переписать в виде 
t 

tPx=exp(-J µx+ydy). 
о 

Кроме того, поскольку функция распределения Fт(x)(t) случайной 

величины Т(х) есть tqx, то эта функция выражается через интенсив
ность смертности: t 

Fт(x)(t) = 1- ехр(-J µx+ydy ). 
t о 

Отсюда следует, что limt~ooJ µх+ 
1
dy = оо. Это означает, что положи -

о . 
тельная функция g(x) может являться интенсивностью смертности, 
если выполнено необходимое условие, именно 

00 

J g(x + t)dt = оо, х >О. 
о 1 

Пример. Можно ли функцию g(x) =-----=z, х> О, использовать в 
l+х-

качестве силы смертности? 
00 

Решение. Нельзя: если µx+t=g(x+ t) = ( 1 
)z' то J g(x + t)dt = 

те l+x+t 0 = - - arctg х < оо. 
2 
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Интенсивность смертности позволяет получить аналитиче

ское выражение для плотности распределения случайной величи

ны оставшегося срока жизни. Именно функция t qx, как ранее было 

отмечено, является функцией распределения случайной величины 

Т(х). Выражение для плотностиfт(х)(t) распределения Т(х) получа

ется дифференцированием t qx по переменной t: 

f ( ) _ d ( ) _ d ( ) _ d ( [x+t)- [~+t lx+t _ 
Т(х) t - dt tqx - dt 1-tPx -- dt -

1
- ---

1
--

1
--tPx· µx+t' 

х x+t х 

т.е. 

(1.3.3) 

Из (1.3.3) следует 

(1.3.4) 

Пример. Доказать, что если для некоторого х >О плотность 

fт(x)(t) возрастает (убывает) по переменной t на интервале (О, 1), то 

qx > µх ( qx < µJ · 
l - l 

Решение. Рассмотрим функцию h(Лх) = х 1;;_Лх, тогда qx=h(1), 

µх = h(dx). Формула конечных приращений дает 

h(Лх) = -l'х+ел.хЛх lх+ел.х µх+ел.х _ р µ _ 
1 Лх l ел.х х х+ел.х-
х х 

= fт(x)(t) (8 Лх), 8Е (О, 1). 

Поскольку h(l) = fт(х)(8), h(dx) = fт(х)(О), то в случае возрастания 
функции fт(x)(t) справедливо неравенство h(l) > h(O), т.е. qx> µх, а в 
случае убывания - неравенство с обратным знаком. 

Получим выражение для производной величины lхн· Для этого 
умножим равенство (1.3.4) на lx, тогда из соотношения tPx= lx+t!lx 
следует выражение для искомой производной: 

:/lx+t) = -lx+t µx+t· (1.3.5) 

Дифференцируя еще раз, получаем 

d2 
- d 

dt2 (lx+t)- - dt (lx+t µx+t). 

Последнее соотношение означает, что точки перегиба функции lx+t 

соответствуют стационарным точкам функции lx+ t µх+ t. 
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Пример. Чему равна интенсивность смертности, если функция 
дожития s(x) = e- o,oix, х> О? 

Решение. Поскольку s'(x)=-0,0ls(x), то µx=-s'(x)ls(x)=0,01 
при всех х > О. 

Пример. На возрастном интервале (х, х + t) интенсивность 
смертности постоянна и равна µ = 0,005. 

1. Найти значение tPx· 
2. Выписать выражение для функции и плотности распределе

ния случайной величины Т(х). 

Решение. , 
1. tPx = exp(-J µx+1dy)= ехр(-0,005 t), t> О. 

о 
2. Функция распределения Fт(x)(t) = 1-ехр(-0,005 t), t> О. Плот-

ность распределения fт(x)(t) = 0,005 ехр(-0,005 t), t> О. 

d Пример. Выразить производную -(tPJ через tPx' µх , µx+t· 
dx 

Решение. В силу (1.3.5) 

_!]_( ) =_!J_(lx+t)= l ~+tlx -[~ lx+t = l~+t _ l ~ lx+t = ( _ ) 
dx tPx dx lx l; lx lx lx tPx µх µx+t . 

Замечание. Из полученной в данном примере формулы следует 

d 
dx (Intp J = µх - µx+t · (1.3.6) 

равенство 

Пример. Для целого положительного k найти выражение для 
s(x) и величину предельного возраста w в следующих случаях. 

1. µх= [s(x)]k. 
2. µх = [s(x) ]-k. 

Решение. 

1. Равенство для µх дает дифференциальное уравнение относи
тельно s(x): 

s'(x) =-[s(x)]k+I, s(O) = 1. 

Разделение переменных дает 

ds =-1,s(O)=l. 
5 k+I 

Интегрируя обе части последнего уравнения, с учетом начального 

условия получим s-k = 1 + kx, откуда s(x) = (1 + kx)- 11k. Данное выра-

' ·4. 
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жение определено при всех положительных х и стремится к нулю 

при неограниченном увеличении х, поэтому w = 00 • 

2. В этом случае дифференциальное уравнение относительно 
s(x) таково: 

s'(x) = -[s(x)]1-k, s(O) = 1. 

Решением данного уравнения служит функция s(x) = ( 1 -kx)] llk, 

которая определена при х Е (О, l/k), при этом s(l/k) =О. Следователь
но, W= 1/k. 

Пример. Интенсивность смертности задается формулой 

µt = ln( 1 + t), t >О. Найти аналитическое выражение для функции до
жития. Построить график функции у= s( t). Предполагая, что одному 
году соответствует значение t= 0,02, графически найти приближен
ное значение возраста, которое достигается с вероятностью 0,75. 

Решение. Полагая х =О в равенстве 

получаем 

t 

ln(s(x+ t))-ln(s(x)) = -J µx+ydy, 
о 

t 

ln(s(t)) = -J µYdy= t-(1 + t)ln(l + t). 
о 

Отсюда следует, что 

1 ( е ) ' 
s(t) = 1 + t 1 + t · 

График приведен на рис. 1. Из него видно, что искомое значе

ние возрастах расположено на интервале от 40 до 44 лет. Вычисляя 

s(x) 
1,2 -т--------------------------. 

1,0 ························· ·································· ..... ··································· . . ... ................ ······· ·· ···················· ··················· 

0,8 ....... ........ .. ................... . 

0,6 

0,4 

0,2 .. " ... "." .... " .......... ........ ························ ·· ··························· ························ ············································· .................................................... . 

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 

х 

Рис. 1. График функции у= s(t) 
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значения s(0,82) = 0,76665 и s(0,86) = 0,74833, приходим к выводу, что 
искомый возраст равен 42 годам. 

1 

Пример. Выразить через qx значение J СР~п · tPx · tµx+t)dt при на
туральных т. о 

Решение. Обозначим функцию распределения случайной ве

личины Т(х), равную tqx, через y(t), плотность распределения Т(х) 
равна tP х · µx+t ; при увеличении t от О до 1 у возрастает от О до qx, 
поэтому исходный интеграл примет вид 

qx т (1- y)m+l lqx 1-(1-qx)m+l f (1- у) dy = - = . 
0 m+I 0 m+I 

Пример. При условии tqx= 1-( а+х )т, где а, т>О, найти вы
а+х+t 

ражение для µхн· 

Решение. Функция tqx является функцией распределения слу
чайной величины Т(х), при дифференцировании ее по t получаем 
плотность распределения Т(х), равную tPx ·µхн: 

d m+l т 

-d (tqx) =__т__( а +х ) = tPx µx+t= (1- tq)µx+t=( а +х ) µx+t> 
t а+х a+x+t a+x+t 

откуда µхн= т 
a+x+t 

Пример. Доказать, что при всех t> О 
t 00 

J µx+sds + ln J sPx µx+s ds =О. 
о о 

Решение. Обозначим выражение, указанное в условии, через 

g(t). Поскольку произведение sPx · µх+sявляется плотностью распре
деления случайной величины Т(х), а sqx - функцией распределе

ния этой случайной величины, то 
00 00 t 

f sPx µx+sds = f sPx µx+sds- f sPx µx+sds = 1- tqx= tPx · 
t о о 

Следовательно, t 

g(t) = J µx+sds + In(tPx). 
о 

Дифференцируя g(t) по переменной t, получим 

'(t)- µ _ t Рхµ,нt =О g - x+t -

tPx 

/(, 

'' .. : 
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при всех t> О. Кроме того, поскольку оРх= 1, то g(O) =О. Тогда g(t) =О 
при t>O. 

Пример. В течение возрастного года (х, х + 1) интенсивность 

смертности постоянна и равна µх. Требуется выразить µх через qx. 

Решение. Из определения вероятности дожития 

р = s(x + 1) = Zx+1 = е-µх 
х s(x) Zx ' 

логарифмируя последнее равенство, получаем 

µx=-In(l-qx). 

Пример. Вычислить значение fi [1--1-kj1,p, µ,нds]. 
k=O kPx 

Решение. Поскольку k 

k+I 

J sP х µx+sds = k+ 1 qx - kqx = k[qx, 
k 

то выражение в квадратных скобках равно 

dx+k 
1--z-= 1-qx+k=Px+k· 

x+k 

Следовательно, искомое значение произведения в силу ( 1.2.3) рав-

но пРх· 

о 01 u 10Pso 
Пример. При условии µx+t-µx= О,02е' t(l +х/50) наити р . 

10 45 
Решение. Равенство (1.3.6) означает, что 

откуда 

~ (ln ,р,) = -0,02e0•01t(1+х/50), 

ь 

ln р -In р =In tРь =-0 02e0•0Itf(l+x/50)dx= 
t Ь t а р ' 

t а 
а 

= -0,02e0,01t ( Ь - а+ 0,0 lx2 I~) = -0,02eo,01t ( Ь- а+ о,о 1 ( Ь2 - а2)). 

· Ь ioPso 
Возьмем t = 1 О, а= 45, = 50, отсюда получим ln р = -0,2155, 

следовательно, искомая величина равна 10 45 

loPso - е-0,2155 = 0,80613. 
ioP4s 

'1•" 
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1.4. Моменты случайной величины 
предстоящей продолжительности жизни 

Математическое ожидание случайной величины Т(х) называ-

ется полной ожидаемой продолжительностью предстоящей для (х) 
о 

жизни и имеет специальное обозначение ех: 
00 

~х=ЕТ(х) = f tdFт(x)(t). 
о 

о 
Здесь и всюду далее предполагается конечность величины ех и нали-

чие плотности у распределения случайной величины Т(х). Из (1.3.3) 
следует 

00 00 

~х = J tfт(x)(t)dt= J t tPx µx+t dt. 
о о 

Для получения более простого выражения для ~х преобразуем 
интеграл в правой части последнего равенства: 

А А А А 

f ttpxµx+tdt=-f td(tPx)=-ttPxlg+ f tPxdt=-AлPx+ f tPxdt. 
о о о о 

Поскольку 
00 00 

А лРх=А J dFт(x/t) < J tdFт(x)(t), 
А А 

при этом последний интеграл стремится к нулю при А ---too вследст
о 

вие конечности величины ех, то 

А оо 

~x=limA~oo f ttpxµx+tdt= f tPxdt. 
о о 

о 
Следовательно, для ех мы получили более простое выражение: 

00 

~х= f tPxdt. (1.4.1) 
о 

Пример. Требуется найти величину ~х' если µхн= µ при t > О. 
Решение. Вероятность tPx при заданном условии равна e-µt, t> О. 

Значит, 

о 00 1 
ех = f tPxdt= -. 

о µ 
Рассмотрим случайную величину предстоящей для (х) жизни 

между возрастами х их+ п, которую обозначим Тп(х) =min(n, Т(х)). 
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Функция распределения Fт11(x/t) случайной величины Т,1 (х) опреде-
ляется как 

F (t) ={Fт(x)(t), О< t~ п, 
Тп(Х) 1, f > n. 

(1.4.2) 

Математическое ожидание этой случайной величины называет

ся ожидаемой продолжительностью предстоящей для (х) жизни 
о 

межfу возрастами х и х + п и обозначается ех:п~· l)овторяя выкладки 
для ех' легко получить, что 

00 

~x:nl = J tP xdt. 
о 

Получим простое выражение для второго момента случайной 

величины Т(х). По определению второй момент этой случайной ве-

личины есть 
оо А 

Е(Т(х))2 = - J t2d(tPx) =-limA-7ooJ t2d(tp). 
о о 

Будем предполагать существование конечной величины Е(Т(х))2 • 
В таком случае 

00 00 

А2лРх=А2 f dCq)~ f t1d(tq)~O 
А А 

приА~оо. ПриА>О 
А А А 

-f t2d(tPJ=-t2tPxl~+f2ttpxdt=-A2APx+2 f ttpxdt. 
о о о 

Устремляя в последнем равенстве значение А к бесконечности, по

лучаем 

00 

Е(Т(х) )2 = 2 f t tPxdt. (1.4.3) 
о 

Соотношения (1.4.1) и (1.4.3) дают простое выражение для дис-
персии Т(х): 

00 

DT(x) =2 f t tPxdt-(~J2 . 
о 

Для случайной величины предстоящего срока жизни между возрас-

тами х и х + п для (х) из (1.4.2) следует равенство 
п 

E(Tn(x))2=2f t tPxdt, 
о 

из которого выражение для дисперсии Тп(х) получается в виде 
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11 

DT11 (x) = 2 J t tPxdt- (~x:nl) 2 . 
о 

23 

Пример. Получить выражение для среднего и дисперсии Т11(х) 
в случае, когда µx+t =µ>О при всех t ~О. 

Решение. Поскольку tPx = е-µх, то 

Кроме того, 

п 

о f l - е_µп 
е - = e-µtdt=---
x:пl 

0 
µ 

11 п ~ 

f f 1 J (1 + и)е-и 1- е-µп _ µпе-µп 
t tPxdt= t e-µtdt=-2 ue-udu = - 2 13 = 2 , 

о о µ о µ µ 

отсюда 

2 - 2е-µп - 2µпе-µп - 1- e-Zµn + 2е-µп 1 - 2µпе-µп - e-lµn 
DT (х) = =-----=----

п ~ ~ 

1.5. Округленная случайная величина 
предстоящей продолжительности жизни 

Непрерывная случайная величина Т(х) и связанная с ней Т11(х) 
описываются своими распределениями, параметры которых мо

гут быть оценены лишь приближенно на основе статистических 
таблиц. Поэтому с практической точки зрения важнее иметь рас
пределение дискретной случайной величины предстоящего срока 

жизни для (х). Округленной (по году) случайной величиной пред

стоящей продолжительности жизни для (х) называется величина 
К(х) = [Т(х)]. Здесь через [а] и {а} обозначаются целая и дробная 
части соответственно вещественного числа а: а= [а] + {а}. Дробная 
часть {а} Е [О, 1). 

Получим распределение величины К(х) через введенные ранее 

функции дожития. По определению случайной величины К(х) при 

всех неотрицательных целых k 

Р(К(х) = k) =Р(Т(х) Е [k, k + 1)) = klqx. (1.5.1) 

В силу (1.2.5) выражение для распределения К(х) можно записать в 
другом виде: 

Р(К(х) = k) = kPx qx+k· (1.5.2) 
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Для краткости обозначим Р(К(х) = k) через gk. Тогда функция рас
пределения Fк(x)(k) случайной величины К(х) строится исходя из 

равенств 

Fк(х)(О) = g0, Fк(x)(k + 1) = Fк(x)(k) + gk+l' k =О, 1, 2, ... 

Математическое ожидание случайной величины К(х) обозна

чается через ех: 
CfJ CfJ п 

ЕК(х) = ех= LkP(K(x) = k) = Lk klqx=limn-'?=Lkgk. 
k=O k=O k=O 

00 Предполагая конечность величины ех, т.е. сходимость ряда 

Lkk
1
qx, получим более простое выражение для математического 

k=O 

ожидания случайной величины К(х). Для этого через sk обозначим 
разность 1-Fк(x)(k) = k+lPx' k =О, 1, 2,." Далее, 

gk =Fкcx/k)-Fк(x)(k-1) = ЛFк(х)(k-1) =sk-I -sk = -Лsk-1' k= 1, 2, 3,". 

Здесь через Лаk выражена разность ak+ 1 - ak для любой последова
тельности ak. Тогда 

п п 

Lk gk= L k (sk-1 -sk) =So-S1+2sl -2s2 + 3s2-3S3 + ". + nsn-1 - nsn = 
k=l k=l n-1 

=so+s1 +s2+ ... +sn-1-nsn= Lsk-nsn. 
k=O 

По определению величин sk произведение 
00 

пsп = п(gn+l + gn+2 + ... ) :::; I k gk, 
k=n+1 

00 00 

при этом остаток сходящегося ряда °Lkgk, именно L kgk, стремит-
k=l k=n+1 

сяк нулю при n-+oo. Отсюда следует, что 
п ll 00 

limn-+=Lkgk=limn-+=Lsk= Lk+1Px· 
k=O k=O k=O 

Из последнего равенства имеем простое выражение для математи-

ческого ожидания К(х): 
00 

.1 
ех= LkPx· (1.~.3) 

k=l 

Для получения выражения для дисперсии случайной величины 

К(х) будем предполагать, что ее второй момент конечен: 
00 

Е(К(х))2= Lk2gk<oo. 
k=O 
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Получим простое выражение для этого второго момента. Как и в 

случае математического ожидания, 

11 11 п - 1 

L k2gk = L kz (sk-1 -sk) = L (2k + 1)sk- n2sn. 
k=I k=I k=O 

CJ'J 

Сходимость ряда Lk2gk означает, что 
k=O 

00 00 

n2s11 = п2 L gk s L k2gk ~О при n~=. 
k=n+1 k=n+l 

Следовательно, 
оо п n-1 оо 

Е(К(х))2 = Lk2gk=limn-+00Lk2gk=lim11-+00 L(2k+1)sk= L(2k+ 1)sk. 
k=O k=O k=O k=O 

Таким образом, для второго момента К(х) получаем равенство 
00 00 

Е(К(х))2= L(2k+ 1)k+iPx= L(2k-1),px, 
k=O k=1 

из которого следует формула для дисперсии 
00 

DK(x) = L(2k+ l)k+iPx-e;. 
k=O 

Пример. Для случая, когда µхн=µ> О при всех t'2:. О, получить 

выражения для среднего и дисперсии К(х) и при µ=0,02 найти зна-
о о 

чения ех, ех. Убедиться в том, что ех ':t= ех. 

Решение. 

Поскольку kP х = e-fJ.k, то 
00 е-µ 1 

ех= :Le-µk= = . 
k=1 1- е-µ еµ -1 

Следует заметить, что при всяком q Е (О, 1) сумма сходящегося 
00 

ряда Lkqk равна 
k=l 

00 d( 00 

J d( J qikqk-I =q- Lqk =q- _q_ = q . 
k=l dq k=l dq 1- q (1- q )2 

в~ q = е-µ, получим 
'· 

2q q q + q2 е-µ + е-2µ 
Е(К(х))2 = --= =---

(1-q)2 1-q (1-q)2 (1-е-µ)2 

DK(x)= е-µ 
(1-е-µ)2 

о 
Из этих равенств следует ех = 1 / µ = 50 ~ ех = 49,50167. 
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Замечание. Данный пример показывает, что математическое 

ожидание непрерывной случайной величины со значениями в не

отрицательной части вещественной прямой является целым чис

лом, в то же время математическое ожидание целой части этой слу

чайной величины не является целым. Таким образом, из условия 

К(х) = [Т(х)] не следует равенство ех= [~J. Как отмечалось выше, на 
практике имеются статистические таблицы смертности, содержа

щие данные по возрастам с годовым интервалом. Характеристики 

дожития внутри годового интервала получаются при использова

нии специальных допущений, рассматриваемых ниже. 

1.6. Гипотезы распределения смертей 
между целочисленными возрастами 

Статистические таблицы содержат данные наблюдений по це

лочисленным возрастам, в частности по значениям lx, µх, где х =О, 1, 

2, 3, ... В то же время, чтобы получить характеристики, например, 
случайной величины Т(х), необходимо иметь значения lx+t' µx+t при 
t Е [О, 1). Для получения таких данных внутри целочисленных воз
растов рассмотрим следующие предположения. 

А. Гипотеза равномерного распределения смертей внутри каж

дого интервала (х, х+ 1), х=О, 1, 2, ... 
В. Гипотеза постоянной интенсивности смертности внутри 

каждого интервала (х, х+ 1), х=О, 1, 2,". 
Рассмотрим сначала гипотезу равномерного распределения 

смертей. В соответствии с ней функция lx+t переменной t является 
линейной: 

lx+t = (1- t)lx + t[x+1' t Е [О, 1]. 

Это означает линейную зависимость lx+t от переменной t внутри 
каждого интервала (х, х+ 1), х=О, 1, 2, ... Из данного предположе

ния вытекает, что s(x+ t) = (1- t)s(x) + ts(x+ 1). При данной гипотезе 

вероятность дожития составляет 

. l x+t [ )· tPx=-= 1- t+ tpx= 1- tqx, t Е О, 1 , 
[х 

откуда получается простая формула 

tqx=tqx, t Е [О, 1). (1.6.1) 

Гипотеза равномерного распределения смертей дает соотношение 

l 'x+t = lx+l - lx, откуда 

:; 

~ ' 
) . 
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f,: -lr+ I 1-р q ( ) µ " _.. = х = х ) tE О, 1 . x+t = 
(1-t)Zx +l(нJ (1-t)+tpx 1-tqx 

Из (1.6.1) следует, что плотность распределения случайной ве
личины Т(х), равная произведению tPx µx+t' при выполнении гипо
тезы равномерного распределения смертей равна qx. 

Пример. Если для интервала [х, х+ 1) принимается гипотеза 
равномерного распределения смертей, то при указанном х требует

о 
ся выразить ех: Л через qx. 

Решение. В соответствии с ( 1.4.2) 
l 

~х:Л = f (1- tqx)dt= 1- O,Sqx. 
о 

Для случайной величины Т(х) через S(x) обозначим ее дроб-
ную часть: S(x) = Т(х)-К(х). Считая гипотезу равномерного рас
пределения смертей выполненной для каждого интервала (х, х+ 1), 
х =О, 1, 2, ... , легко показать, что целая и дробная части случайной 
величины Т(х) независимы, при этом S(x) имеет равномерное на 
(О, 1) распределение. Действительно, при любых х, k = О, 1, 2,. . . и 
произвольном t Е [О, 1) 

kltqx=P(T(x) Е [k, k+t])=P(K(x)=k, S(x) Е [O,t])= 

= kp х' qx+k+t = kp х • t qx+k = t · kp х qx+k· 

Поскольку kPx·qx+k=P(K(x)=k), то отсюда P(K(x)=k, S(x) Е [O,t])= 
tP(K(x) =k), из чего следует Р(К(х) =k, S(x) Е [О, t]) = t· kpxqx+k· 

Таким образом, 

P(S(x) s; t 1 К(х) = k) = P(S(x) ~ t, К(х) = k) = t, 
Р(К(х) = k) 

что означает независимость К(х) и S(x) и равномерность на (О, 1) 
распределения S(x). 

Пример. Доказать, что при условии равномерности распреде

ления смертей на каждом целочисленном интервале для любого 
целого х справедливы равенства 

о 
ех = ех + 0,5; 

D(T(x)) =D(K(x)) + 1/12. 
Решение. 

~х =Е(Т(х)) =Е(К(х) + S(x)) = ех + 0,5; 

D(T(x)) =Е(К(х) + S(x))2
- (ех + 0,5)2 = 

D(K(x)) + Е(К(х))- ех + D(S(x)) =D(K(x)) + 1112. 
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Пример. Доказать, что при условии равномерности распреде

ления смертей на каждом целочисленном интервале для любого 

целого х справедливо равенство 

Cov(T(x), К(х)) = Var(K(x)). 

Решение. Исходя из определения ожидаемой предстоящей 

продолжительности жизни 

Cov(T(x), К(х)) =Е(Т(х)К(х))-ех~х· 
Кроме того, из представления случайной величины Т(х) = К(х) + S(x) 
и независимости случайных величин К(х) и S(x) следует 

Е(Т(х)К(х)) =Е(К(х))2+ E(S(x)K(x)) =Е(К(х))2 + O,SE(K(x)) = 
= Е(К(х) )2 + O,Sex. 

Значит, искомая ковариация равна разности 

Е( Т(х )К(х)) - ех~х = Е(К(х) )2 + O,Sex - ех ( ех + 0,5) = 

=E(K(x))2 -(ex)2 =D(K(x)). 

Рассмотрим теперь гипотезу В - предположение постоянной 

интенсивности смертности на каждом интервале (х, х + 1 ), х =О, 1, 2, ... 
При данной гипотезе полагается µx+t= µх при всех t Е [О, 1) и при всех 
х=О, 1,2,". В таком случае при tE [О, 1) вероятность tPx=e-µt. Кроме 
того, для значений t, и Е [О, 1), таких, что t+ и Е [О, 1), вероятность 

lx+t+u e-µ(t+u) 
и qx+t = 1 - l = 1 = 1 - e-µt 

x+t e-µt 

не зависит от х и t. Для гипотез А и В основные функции дожития 
сведены в табл. 1. 

Таблица 1 
Некоторые функции дожития 

Функция Гипотеза А Гипотеза В 

tPx(O s t< 1) 1-tqx e-µt 

tqx(O:St< 1) tqx 1-e-µt 

иqxн(O:St, и< 1, O:St+u< 1) 
uqx 

1-е-µи 

1-tqx 

µхн( О :S t < 1) qx 
µх 1-tqx 

tPx µx+t(O::;;t< 1) qx µх e-flt 
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Пример. Для некоторой группы населения предполагается 

равномерность распределения смертей между целочисленными 

возрастами и q60 = 0,023. Найти значение µ60,75• 

Решение. В данном случае t= 0,75, х= 60. Тогда 

µ60+0,75 = 0,023 / ( 1 - о, 7 5 . 0,023) = 0,0234. 

Пример. При заданных значениях q69 = 0,0208, q70 = 0,022, 
q71 = 0,0257, q72 = 0,0295 согласно гипотезе равномерного распреде
ления смертей требуется вычислить 0,2q69,25; 211 q69,25• 

Решение. Значение 0,2q69,25 согласно табл. 1 равно 

0,2. 0,0208 / (1-0,25. 0,0208) = 0,00418. 

Из (1.2.3) следует 2р69 = р69 р70 = 0,957658, 2р71 =р71 р72 =0,945558, 
зРб9 = Рб9Р7оР71 =0,933046, откуда 

211qб9,2s = 2Рб9,2s ·p71,2s = 

= 171,25 (1- 172,25) = 0,25172 +о, 75171 (1 0,25173 +о, 75172 J = 

169,25 171,25 0,25170 +о, 75169 0,25172 +о, 75171 

0,25зР69 +О,752Р69 ( 0,252р71 +0,75p71J 
= 1- =0,025473. 

0,25 р69 +О, 75 0,25 р71 +о,75 

Пример. Принимал гипотезу постоянной интенсивности 

смертности между целочисленными возрастами, требуется найти 

значение µ63+t' tE [О, 1), если для возраста х=О, 1,2, ... , 100 известно 
значение lx= 100000- IOOOx. 

Решение. Значение µ63н, t Е [О, 1), равное µ63, вычисляется из 

равенства lx+I = lxe-µx, откуда находим 

µ63 =ln((l ООО (100-63)) / (1 ООО (100-64))) = ОД27399. 

Для гипотезы равномерного распределения смертей величина lx 
как функция возраста х является кусочно-линейной, для гипотезы 
постоянной интенсивности смертности на каждом интервале меж

ду соседними целочисленными возрастами lx убывает экспоненци -
ально. Как следует из нижеприведенного примера, кроме этих ги

потез возможны и другие предположения относительно характера 

изменения параметров дожития на нецелочисленных возрастах. 
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Пример. lx является квадратичной функцией от возраста на 
промежутке [х, х + 2]. При заданных Рх = 0,97, Px+I = 0,95 требуется 

определить величину o,siPx· 
Решение. На отрезке [О, 2] квадратичная функция определяет-

ся своими значениями в точках О, 1 и 2. Подставляя в качестве t эти 
значения, нетрудно убедиться, что величина lx+t' t Е [О, 2], имеет вид 

lx+t= 0,5(t- l)(t- 2) lx + 0,5t(t-1) lx+2 - t(t-2) lx+l' 

Деля последнее равенство на lx и полагая t = 0,51, получаем 

0 siPx= 0,5(0,51-1)(0,51-2) + 0,5 · 0,51 (0,51 - 1) -
' 

-О,51·(0,51-2) PxPx-t-1 =0.987. 

1. 7. Аналитические законы смертности 
Для наглядного представления законов смертности полезно 

оперировать не громоздкими таблицами различных характери

стик, а простыми формулами, из которых эти таблицы при необ
ходимости можно получить. При этом параметры формул должны 
быть определены в соответствии с имеющейся статистикой смерт

ности. Помимо того, что такие формулы удобны в использовании, 
они часто помогают сделать качественные выводы о смертности в 

интересующем классе людей, что бывает полезно в деле страхова

ния жизни. Приведем несколько аналитических законов смертно
сти (табл_ ::2), 'l:а~торы~ опр~д~ЛЯЮТС$1 череg :ВеЛИЧИПУ ИПТеНСИВНОСТИ 

смертности. Эти законы называются по фамилиям своих авторов. 

Таблица 2 
Аналитические характеристики смертности 

Автор µх s(x) 
Ограничения на пара-

метры и переменные 

Де Муавр (1729) (w-x)-1 1-x/w Osxsw 

Гомперц (1825) Вс Exp(-(B/lnc) (с-1)) B>O,c>l,x~O 

Мэйкхам ( 1860) А+ВС: Ехр(-Ах- (В /lnc) (С:-1)) В>О,А>-В, с> 1, х~О 

Вейбулл (1829) kxn Exp(-(k!(n+ l))xn+l) k>O, п>О,х~О 

Из табл. 2 видно, что закон Мэйкхама при А= О превращается 
в закон Гомперца. Закон Мэйкхама позволяет объяснить возмож

ные особенности интенсивности смертности не только возрастом, 
но и другими факторами, поскольку формула для силы смертности 

здесь разбита на две составляющие. Первая, соответствующая па
раметру А, не зависит от возраста х, а вторая обусловлена возрас-
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том. Значения параметров любого аналитического закона трудно 

подобрать подходящими для всех возрастов сразу. В частности, для 
первого года жизни действуют другие законы смертности. Кроме 

того, в 19-20 лет наблюдается незначительное увеличение уровня 
смертности, который уменьшается к 30 годам. 

Пример. Для закона Мэйкхама со значениями параметров А, 

В, с, равными соответственно 0,001186; 0,0000714; 10°.04, вычислить 

i5p55· 

Решение. Из равенств 

-70А-.!!__(с70-1) -55А-.!!__(с55-1) 
110 = Zoe lnc ' !55 = Zoe lnc ' 

подставляя значения А, В, с, получаем 

- !70 -15А-~с55(с15_1) -

15р55 - - = е lnc -0,681094. 
!55 

о 
Пример. Для закона Де Муавра со значением w = 100 вычислить 

ебs: 101; µбs и qбs· 

w-x-t 
Решение. Для данного закона величина tPx равна . По-

w-х 

этому 10( J 
g65·10I =J 1- t dt= 10- 50 f 35 = 8,571429; 

. о 100-65 

q65 = 1/(100-65)=0,028571, µ65 = 1/(100-65)=0,028571. 

Последнее означает совпадение µх и qx в данном законе: 

µх = qx = 1 / ( W - Х). 

Пример. Для закона Вейбулла со значениями k = 0,02 и п = 0,04 

вычислить µ65 и qб5' 

Решение. µ65 = 0,02·65°,04 = 0,023635, s(65) = 0,228286, 
s( 66) = 0,222952, отсюда q65 = 1- s(66) 1s(65)=0,023365. Таким обра
зом, µ65 превосходит по величине q65, хотя различие между этими 

параметрами лишь в четвертом знаке. 

1.8. Селективные и окончательные 
таблицы смертности 

Значения величин вероятностей дожития, например qx, lx, мо
гут быть вычислены только на основе статистических наблюдений 

в практике страхования. Страховая компания составляет таблицы 

дожития не для общей группы населения, а для различных групп 
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страхователей, заключающих договоры. В зависимости от вида 

страхования значения таблиц смертности различны. Например, 

договоры страхования жизни часто стремятся заключить люди, 

имеющие проблемы со здоровьем. В то же время полисы по стра

хованию пенсий заключают люди, надеющиеся прожить достаточ -
но долго и имеющие для этого основания вследствие достаточно 

хорошего состояния здоровья. Страховая компания должна учи -
тывать эти различия в классах полисов, группах страхователей, со

циальные факторы, образ жизни каждого страхователя и многие 
другие факторы. Кроме того, при заключении договора, связанно

го с условием дожития или смерти застрахованного, проводится 

селекция возможных клиентов. При селекции должно явно или не

явно обследоваться состояние здоровья клиента. Например, при 

коллективном страховании жизни можно страховать на неболь
шой период времени работников, занятых физическим трудом, за
ранее при этом зная, что на данной работе могут находиться только 

достаточно здоровые люди. В то же время при продаже полисов по 

страхованию жизни и здоровья для выезжающих за границу тури

стов какой-либо отбор провести невозможно, поэтому необходи
мо иметь дело с общими (агрегированными) таблицами. Таблицы 
смертности, полученные для лиц, прошедших отбор по состоянию 

здоровья, будем называть селективными (отборочными). Вполне 
естественно полагать, что параметры дожития для отобранного 

круга клиентов будут другими, нежели для общего круга людей 
аналогичного возраста. 

Рассмотрим основные понятия и обозначения, связанные с от

борочными таблицами. Будем через [х] + t обозначать человека в 
возрасте х + t, который прошел отбор по состоянию здоровья в воз
расте х. Для каждого такого человека вероятность умереть в течение 

ближайшего года равна q[xJн· Таким образом, здесь для использо
вания этого параметра нужно иметь не вектор с координатами qx, 
х =О, 1, 2, ... , а матрицу, соответствующую значениям х и t. Вероят
ность прожить не менее года для [х] + t выражается через P[x]+t' при 
этом P[xJ+t= 1-q[xJн· Другие обозначения для селективных таблиц 
получаются естественным образом. Например, величина пlmq[x]+t со
ответствует вероятности умереть на интервале (х + t + п, х + t + п + т) 
для [х] + t, т.е. человека возрастах+ t, прошедшего отбор в возрас
те х. Величина tq[x]+o обозначается просто как tq[x]· 

Характеристики функции выживания у лиц, прошедших отбор, 
лучше, нежели у всей группы населения, однако с течением времени 

эффект отбора исчезает. Поэтому не менее очевидно, что, напри-
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мер, вероятность умереть в течение ближайшего года для челове

ка возраста 55 лет практически такая же, как для человека того же 
возраста, прошедшего самый строгий отбор 30 лет назад. Поэтому 
введем еще одно понятие. Величина r называется периодом отбора, 
если для всякого j>O выполнено равенство q[x-j]+j+r;::::q[x]н· Прибли
женное равенство указывает на то, что эффектом отбора в имею
щейся таблице можно пренебречь. В таком случае величина q[xJ+r 

считается равной qx+r. Если составить таблицу величин q[x]+t' от
кладывая х по горизонтали и t по вертикали, то ее строки начиная 
с r+ 1-й принято называть предельной таблицей. В приведенной в 
качестве примера табл. 3 период отбора r взят равным 2. 

Таблица 3 

Пример величин вероятностей смертности 

Возраст [х] q[x] q[x]+l qx+2 Возраст х+2 

75 0,018748 0,031025 0,074582 77 

76 0,019935 0,033313 0,081497 78 

77 0,021183 0,035746 0,088968 79 

Из табл. 3 видно) что 

q77 = 0,074582 > q[76]+1=0,033313 > q[77] = 0,021183. 

В общем случае, как уже отмечалось, справедливы неравенства 

q[x] < q[x-lJ+i < qx. Среднее число доживших до возраста х+ t и про
шедших в возрасте х отбор обозначается как Z[xJ+t· Тогда по опреде
лению вероятности P[x]+t справедливо 

l[x]+t+l =l[x]+tP[x]+t' t=O, 1,2,".,r- l, 

при этом PrxJ+t= 1-q[x]+t· При tC:::. r полагаем l[x]+t= lx+t· Поэтому значе
ния l[xJ+r-l и lx+r-I связаны неравенством 

[[x]+r-l = [x+rj P[x]+r-1 < [x+rj Px+r-l = [x+r-l' 

из которого следует, что 

[[x]+r= [x+r < [[x]+r-1 < [x+r-l' 

В частности, при r = 2 последняя система неравенств имеет вид 
lx+2 < l[x]+l < lx+i· Через величины l[x]+t определяются вероятности 
смерти на возрастном интервале [ х + t + п, х + t + п + т) для человека 
возраста х + t, прошедшего отбор в возрасте х: 
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l[хJн+п - Z[xJ+t+п+m 
njm q[x]+t = l 

[x]+t 

Среднее число умерших на х + t + 1-м возрастном году среди тех 
представителей наблюдаемой группы, которые в возрасте х прош

ли отбор, равно 

d[x]+t = l[x]+t- l[x]+t+l · 

Вероятность дожития до возраста х + t + s для человека возраста 
х + t, прошедшего в возрасте х отбор, обозначается как 

l[x]+t+s 

l[x]+t 
sP[x]+t= 

Пример. В соответствии с табл. П.2 (см. Приложение) требует-

ся определить вероятность смерти: 

для [59] на 61-м году жизни; 
для [59] + 1 на 63-м году жизни. 

Решение. Вероятность смерти на 61-м году жизни для [ 59] рав
на вероятности умереть на возрастном интервале от 60 до 61 года: 

/(59]+1 -161 29 872,344- 29 606,239 
q - - 0,0088528. 11 (59] - l - 30 058,648 [59] 

Искомая вероятность смерти для [59] + 1 на 63-м году жизни 
вычисляется как 

1(59]+3 -163 29132,138-28 615,051 
21q[59]+1 = = =0,0173. 

{(59]+1 29 872,344 

Пример. 

1. Сравнить вероятность q[бз]+Р полученную исходя из табл. П.2, 
с вероятностью q64 из табл. П.1. 

2. Сравнить d[57J+l' рассчитанную по табл. П.2, с величиной d58 
из табл. П.1. 

Решение. 

1. По данным табл. П.2 получаем 

q[63]+1 = (/[63]+1-165)f1[63]+1=0,0124472. 

Согласно табл. П.1 величина q64 =0,03339. 

2. Исходя из табл. П.2 вычисляем dr57J+l = l[s7J+l -159 = 30 664,702 -
-30 435,225=229,477. В то же время табл. П.1 дает d58 = 1526. 

1 
.i 
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Пример. Для некоторой таблицы смертности с селективным 

периодом) равным 1 году) для всех целочисленных возрастов х 
справедливы соотношения 

l[x]=0>35lx+0>65[x+P tq[x]=tq[x]> f E [О, l]>Px=0,97. 

1. Найти значение вероятности PrxJ· 
2. Если ех= 17)67) то чему равно значение е[х]? 

о о 
3. При заданном ex+I = 17,96 вычислить е[х]' 

Решение. 

1. Пусть l[x] = k lx + (1-k) lx+I> где k= 0,35. Обозначим дробь lx! l[x] 
через и, тогда 

При заданных k=0,35,px=0,97 получим и= 1,0199. Так как по усло
вию r = 1, то l[x]+ 1 = lx+ 1 и, следовательно, 

f[x]+I fx+I [x+I 
Р1х1 =-z[-xJ- = klx + (1-k)lx+i = -lx- и= ирх= 

= 1,0199·0,97=0,9893. 

~ ~ l[x]+k+ 1 lx lx 
2. е[х] = L.Jk+iP[x] = L.J l =-z ех= kl + (1-k)l ех= ие= 

k=O k=O [х] [х] х х+ 1 

= 1,0199·17)67=18,0214. 

3. Поскольку r= l, то при t21 

l[x]+t lx+t lx 
tP[x]=-1-=-1--1 =ИtРх' 

[х] х [х] 

отсюда 

XJ XJ[ I[ ooz 
~[х] = f tP[x]dt= f [x]+t dt= f [x]+t dt+ f [x]+t dt= 

О О [[х] О [[х] 1 [[х] 
1 CIJ l 

f d f [x]+t d 
= tP[x] t+u -[- t. 

о 1 х 

Далее условие tq[x] = tq[x]' t Е [О, 1], переписывается в виде 

l l 
1- [x]+t =t-t x+l> tE [О, 1], 

l[x] [[х] 

откуда l[x]+t = t lx+I + (1- t) l[x]· 
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Тогда первый интеграл равен 

1 1 (1 t)l + tl 1 l 1 

J tP[x]dt= f - [х] x+l dt= f (1- t)dt+ x+l f tdt= 
О О [[х] О l[x] О 

1 1 lx+ l 1 
=1+2-=2(I+p[x]). 

[[х] 
При подстановке t- 1 = s второй интеграл преобразуется к виду 

ooz 00 ooz l oo z f [x]+t dt= f tPxdt= f x+l+(t-1) dt= x+I J x+l+s ds= 
l /х l l [х [х О [x+l 

00 

= Pxf sPx+Ids= Px~x+l' 
о 

Окончательно получаем 
о о 

e[xJ = 1/2(1 + PrxJ) + P[xJ ex+i = 0,5(1+0,9893) + о,9893·17,96 = 18,7623. 

1.9. Другие функции дожития 

Здесь рассматриваются еще четыре функции дожития, которые 
вводятся на основе рассмотренных ранее функций. 

п l о v v 

роизведение х ех, равное суммарнои ожидаемои продолжи-

тельности жизни для группы лиц возраста х численностью lx чело
век, обозначается через Тх: 

00 00 

Тх= lx~x= lx f tPxdt= f lx+tdt. 
о о 

Из (1.3.5) и данного равенства следует 
00 00 00 

!!ух= f _E_zx+tdt=-f lx+tµx+tdt= f li_zx+tdt=-lx. (1.9.1) 
dx 0 dx 0 0 dt 

d тх 
Равенство (1.9.1) означает, что-Тх=-0 -Тх, откуда dx е 

d 1 х 
-ln Тх = --

0
-. (1.9 .2) 

dx е 
х 

Соотношение (1.9.2) можно переписать в виде 
t 1 

lnTx+l-lnTx=-f-
0
-ds .. 

о ex+s 
Исходя из определения Тх, подстановкой s = t - а легко вывести, 

что при а>О оо оо 

f lx+tdt= f lx+a+sds=Tx+a· (1.9.3) 
а О 
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Функция Тх применяется при изучении возрастной структуры 

стационарных популяций. Популяция считается стационарной, 

если ее численность и возрастной состав неизменны во времени. 

Если в некоторой популяции известна скорость вхождения в нее А 

человек возраста х в год, то за время от а до Ь в популяцию войдет 
А · ( Ь- а) человек указанного возраста. В каждый момент времени t 
число членов популяции, находящихся в возрастном промежутке 

от а до Ь, можно выразить в терминах функции Тх. Рассуждения 
здесь таковы. Если человек попадает в популяцию в возрасте х, то 

он останется в ней к возрасту s с вероятностью s-xPx· На временном 
интервале ( t- s + х, t - s + х + ds) в популяцию вошло Ads человек, из 
них А s-xPx ds в момент t в ней останутся. Интегрируя по s от а до Ь, 
получим число членов популяции, находящихся в возрастном про

межутке от а до Ь в момент времени t: 

Ь l А Ь А Ь-х А Ь-х J Afds=-
1 

flsds=-
1 

J lx+(s-x)d(s-x)=-
1 

J lx+ydy= 
а х х а х а-х х а-х 

А( 
00 00 

J = z: а!х lx+ydy- ьf х lx+ydy . 

Из равенства (1.9.3) следует 
ь l А f А-5 ds =-(Та -Ть). 
а [х [х 

(1.9.4) 

Последнее выражение зависит только от функции lx и скорости 
вхождения в популяцию А, но не от момента времени t. 

Пример. При условии Тх = 0,5( w-х )2, где w - предельный возраст, 
0,5w l 

определить величину f 0 dt. 
0 er 

Решение. Поскольку согласно (1.9 .2) 1/ ~х = -I; / Тх, то искомый 
интеграл равен -ln Txl8·05

w = ln 4. 

Пример. В страну ежегодно приезжают 2000 человек в возрасте 
55 лет, и популяция таких людей стационарна. Требуется выяснить, 
исходя из табл. П.1, сколько человек в данной популяции имеют 

возраст от 75 до 80 лет. 
Решение. В данном случае А = 2000, х = 55, lx = 85 916, а= 7 5, Ь = 80, 

о о 
значение Тх вычисляется как lx·ex, отсюда Ta=la·ea=38914·7,05= 
=274343,7, аналогично Ть= Т80 = 120398,3. Теперь искомое отноше-
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ние равно 2000 (274 343)7 -120 398)3) / 85 916 = 2802)697. Округляя 
полученный результат, получаем ответ: 2803 человека среди ми
грантов указанной популяции имеют возраст от 75 до 80 лет. 

Пример. Первый корпус областного дома престарелых еже
годно принимает 400 человек в возрасте 70 лет) которые живут в 
этом корпусе до 80 лет, после чего переводятся во второй корпус. 
Популяция людей в каждом из корпусов стационарна. Ежегодно 

каждый постоялец первого корпуса получает поздравление с днем 

рождения в случае достижения им 71, 72, ... , 80 лет. В соответствии 
с табл. П.1 определить следующие значения. 

1. Количество поздравлений с 80-летним юбилеем, получаемых 
за год жильцами первого корпуса. 

2. Общее количество поздравлений за год. 
3. Число людей) проживающих в первом корпусе. 
4. Число людей, проживающих во втором корпусе. 
Решение. 

1. Количество поздравлений с 80-летним юбилеем составляет 

400 · 10р70 =400·180 1170 = 400 · 22 933 / 54806=167. 

2. Из (1.9.4) следует, что общее число поздравлений за год равно 

400(Т71 - Т80) / 170 = 2449. 

3. Количество постояльцев первого корпуса вычисляется ис
ходя из (1.9.4): 

4ОО(Т70 - Т80) / 170 = 2837. 

4. Для определения числа жильцов второго корпуса количество 
о 

80-летних юбиляров умножим нае80 =5,25 и получим 167 ·5,25=879. 

Пример. Каждый год промышленная компания равномерно в 

течение года набирает 420 сотрудников в точном возрасте 18 лет и 
некоторое количество сотрудников в точном возрасте 25 лет. При 
этом общее количество сотрудников компании стабильно равно 
25 ООО. По достижении 50 лет 35% сотрудников увольняется, а 
оставшиеся работают до 65 лет и выходят на пенсию. Иных причин 
ухода, кроме смерти, нет. Требуется, исходя из табл. П.1, ответить 
на следующие вопросы. 

1. Чему равно количество сотрудников, набираемых в возрасте 
25 лет? 

. 2. Если каждому увольняющемуся в 50 лет компания выплачи
вает премию, равную 5000 руб., а каждому уходящему на пенсию -
10 ООО руб., то чему равна суммарная годовая выплата~ 
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Решение. 

1. Количество сотрудников в возрасте от 18 до 50 лет, принятых 
на работу в 18 лет, обозначим через k1. В силу (1.9.4) 

о о 
k1 =420(Т18 - Т50) / 118 = 420 (l18e18 - l50 e50) / 118 = 13 137,92. 

Количество сотрудников в возрасте от 50 до 65 лет, принятых в 
18 лет, обозначенное через k0, составляет 

0,65·420 150 Т so-Tбs =3464,114. 
Z1s Z so 

Искомое количество сотрудников, набираемых в возрасте 

25 лет, обозначим через k. Тогда количество сотрудников в возрас
те от 25 до 50 лет, принятых в 25 лет, равно k ( Т25 - Т50) / 125 = k с2, где 

через с2 обозначен коэффициент ( Т25 - Т50) 1125• 

Количество сотрудников в возрасте от 50 до 65 лет, принятых в 

lso Тsо-Тб5 lso T50-T6s 
25 лет, равно 0,65 k- - k с3, где коэффициент с2 = 0,65- . 

l2s lso 125 lso 
Величину k находим из уравнения k0 + k1 + ( с2 + c3)k = 25 ООО: 

k=255,91 ==> k=256. 

2. Сотрудники, которые увольняются в 50 лет, относятся к двум 
категориям, а именно нанятых в 18 и в 25 лет. Число людей из пер
вой категории равно 420·0,35150 /118, из второй - 256·0,35150 /125• 

Суммируя эти два значения, получаем 

420·0,35150 /118 + 256·0,35150 /125 = 221,475. 

Группа сотрудников, которые выходят в 65 лет на пенсию, ана
логично делится на две категории, а именно нанятых в 18 и в 25 лет. 
Суммарное число сотрудников по данным категориям равно 

420 · 0,65 (!50 / 118) (165 1150 ) + 256 · 0,65 (!50 / 125 ) (!65 /150 ) = 328, 155. 

Отсюда суммарные выплаты составляют 

221,475 · 5000+328,155·10 ООО= 4 388 925 (руб.). 

Следующая функция дожития, обозначаемая Lx, - ожидаемое 
число лет, прожитых на возрастном интервале (х, х + 1) членами 
наблюдаемой группы, первоначально состоящей из 10 человек. Это 
ожидаемое число берется из сложения прожитых лет по двум кате

гориям людей, а именно по людям, дожившим до возрастах+ 1, и по 
тем, кто умер на указанном возрастном интервале. Ожидаемое чис-
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ло лет по первой категории равно lx+ 1, и каждый из этих людей на 

возрастном интервале (х, х + 1) прожил один год. Ожидаемое число 
прожитых лет на этом интервале теми, кто на данном интервале 

1 1 

умер, равно lxf tdFт(x)(t). Таким образом, Lx= lx+I + f tlx+tµxнdt. 
о о 

Преобразуем выражение для Lx: 
1 1 

Lx= [x+l + f t[x+tµx+tdt= lx+l - f td(lx+t) = 
о о 

1 1 

=lx+I -t[x+Ili+ f [x+tdt= f [x+tdt. 
о о 

Поскольку при всех неотрицательных k имеем 
k+I f 

J lx+tdt= J lx+k+sds=Lx+k' то функция Тх равна 
k о 00 k+l 00 

Тх= L f lx+tdt= LLx+k· 
k=O k k=O 

Кроме ТОГО, путем замены s = t + 1 величина тх+ 1 преобразуется к 
виду 

00 00 

Tx+l = J lx+I+tdt= J lx+sds, 
о 1 

откуда получаем соотношение 

Тх-Тх+1 =Lx. 

Для функции Lx справедливо соотношение 

__d_(Lx) = dx. 
dx 

(1.9.5) 

(1.9.6) 

Для его обоснования рассмотрим возраст х в определении Lx как 
1 

параметр интеграла J lx+ 1 dt. Дифференцируя данный интеграл по 
о 

указанному параметру, получим 

1 1 

__d_(Lx) =__d_ ( J lx+tdt) = J A(lx+t)dt= 
dx dx 0 0 dx 

1 1 

=-f [x+tµx+tdt= f __d_(lx+t)dt=lx+l-lx=dx. 
о о dt 

Получим выражения для Lx при равномерном распределении 
смертей и при постоянной интенсивности смертности внутри ин

тервала (х, х + 1) для целого неотрицательного х. 
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Для гипотезы равномерного распределения смертей 
1 

Lx= f ((1- t)fx + t[x+l)dt= О,5[х + 0,5lx+P 
о 

а для гипотезы постоянной интенсивности смертности 

1 1 -µt L =fl -µtdt=l -е х хе х ' 
о µ 

41 

где µ = ln(l63 /l64 ) - интенсивность смертности для интервала (х, 
х + 1). Подставив это значение силы смертности в выражение для 
Lx, получим 

Lx= dx / ln(l63/164). 

Пример. Между целочисленными возрастами интенсивность 

смерти считается постоянной. Требуется вычислить L24 согласно 

табл. П.1. 

Решение. Сначала определим значение µ = µ24+t' t Е [О, 1]. Оно 
равно ln(l25 /l24)=ln(95753/95851)=0,001022943. Далее из (1.9.6) 
следует 

1 

L24 = Z24J e-µtdt = 95 851(1-е-0,001022943 / 0,001022943) = 95 801,99. 
о 

Пример. Для некоторой популяции функция дожития задана 

в виде s(x) = (10-х)2 /100, О s х s 10. Если известно, что 11 =80 ООО, то 
чему равно значение L 1 ! 

1 1 

f s(l + t) f s(l + t) 
Решение. L1=11 s(l) dt= 80000 s(l) dt= 

о о 

( 
t

2 
2t

2 J =воооо 1+ 81 1ь -9 1ь =soooo.o,893=71440,33. 

Еще одна характеристика дожития, именно центральный уро

вень смертности, обозначаемый через тх, определяется как отно-
шение 

1 

f fx+tµx+tdt 
dx О 

т = - =----
L i 

х f Zx+tdt 
о 

Втерминахвеличинтх,Lхсоотношение(l.9.б)переписываетсяввиде 

_d__(LJ = -тх Lx, 
dx 

или, что то же самое, 

(1.9.7) 
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Пример. Доказать, что µх > qx. 
Решение. Из монотонного убывания величины lx, а также по 

определению величин qx, µх имеем неравенство 

dx dx 
qx --[-< 1 = тх, 

х f [x+tdt 

что доказывает требуемое. 
о 

Пример. При равномерном распределении смертей между це

лочисленными возрастами х и х + 1 выразить Lx через lx и lx+ 1 и от
ношение тх / qx через qx. 

Решение. При равномерном распределении смертей 

lx+I = t lx+I + (1-t) lx, отсюда, интегрируя данное выражение для lхн от 
нуля до единицы, получим 

Lx= 0,5(lx + [x+I). 

2qx т 2 1 
---,ТО _х = =---
2-qx qx 2-qx 1-0,Sqx" 

Пример. Предположим, что характеристика тх удовлетворя

ет условию m4o+t= т40 -О,001 t, t Е (О, 4), при этом L40 = 450, L44 = 420. 
Требуется найти т40 . 

Решение. Равенство (1.9.7) означает, что для всякого а> О при 
х?:О 

откуда 

а 

lnLx+a - lnLx = -f mx+tdt, 
о 

а 

-f mxнdt 
Lx+a =Lxe о • 

Подставляя в последнее равенство значения х = 40, а= 4, получаем 
4 

450е-[ (m40-0,00lt)dt = 420; 

преобразовывая в нем левую часть, приходим к уравнению относи
тельно т40: 450 e-4

m40 -
0
•008 = 420. Логарифмируя обе части уравнения, 

вычисляем 

m40 = ( 0,008 - ln( 420 / 450)) / 4=0,019248. 
о 

Наряду со средним значением оставшегося срока жизни ех рас-

смотрим его локальный аналог - средний срок жизни на возрастном 

интервале (х, х + 1) для тех, кто умирает на этом интервале. Эта функ-

1~ 

•.,. 
r ., 
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ция обозначается через а(х) и по определению равнаЕ(Т(х)IТ(х) < 1). 
Для данного условного среднего справедливо равенство 

1 1 

f t· tPxµx+tdt f t· lx+tµx+tdt 
а(х) = _0_1 - - - --_о_,_1 ----

J tP х µx+t dt J lx+t µx+t dt 
о о 

1 

Интеграл в знаменателе равен - J dlx+t = dx, а интеграл в числителе -
о 

1 1 

-f td/x+t = -t/x+tl~ + f lx+tdt = Lx - [х+ 1, 

о о 

следовательно, для характеристики а(х) получено выражение 

а(х) = (Lx - lx+i) / dx. 

Пример. При равномерном распределении смертей между це

лочисленными возрастами х их+ 1 требуется вычислить а(х). 
Решение. При равномерном распределении смертей 

Lx = 0,5 lx+ 1 + 0,5 lx, следовательно, 

( ) 
O,Slx + 0,Slx+I -lx+I 

ах = =0,5. 
lx - [х+1 

Пример. Внутри возрастного интервала (63, 64) интенсивность 
смерти считается постоянной. Исходя из значений функции lx (см. 
табл. П.1), требуется найти средний срок жизни на возрастном ин

тервале от 63 до 64 лет для тех, кто умер на этом интервале. 

Решение. Искомый средний срок жизни равен 

163 (1- е-µ) 
а( 63) = L63 -164 = _µ __ _ 

163 -164 d63 

где µх = ln(l63 / 164) = 0,03096. Подставляя необходимые значения из 
табл. П.1, получаем 

а(63) =0,4974201. 



Глава 2. 

ЕДИНОВРЕМЕННЫЕ НЕТТО-ПРЕМИИ. 
АННУИТЕТЫ 

Рассмотренные ранее характеристики дожития позволяют те

перь для различных видов страхования жизни вычислять величину 

страховых премий в зависимости от условий страхования. Для это

го будем всегда предполагать, что возраст застрахованного лица на 
момент заключения договора равен х. Если t - длина временного 

u 

интервала от момента заключения договора до момента страховои 

выплаты, а bt - величина этой выплаты, то современная, или те
кущая, стоимость выплаты на момент заключения договора равна 

bt · vt. Здесь v = 1 / (1 + i), где i - норма доходности, которая является 
результатом инвестиционных вложений страховой компании. По

скольку момент выплаты связан с дожитием застрахованного лица 

до определенного срока, то длина временного интервала от момен

та заключения договора до момента страховой выплаты является 

случайной величиной Т. В частности, если срок выплаты ничем не 

ограничен, то случайная величина Т = Т(х) - случайная длитель

ность оставшегося срока жизни для (х). В этом случае текущая сто

имость выплат является случайной величиной Ьт · vт. Зависимость 
величины выплаты от времени определяется условиями договора. 

В общем случае если договор предполагает выплаты bt, t Е А, для не
которого множества А из неотрицательной вещественной оси, то их 

современная, или текущая, стоимость определяется как случайная 

величина 

Z={Ьт·Vт, ТЕА, 
О, Т fi- А. 

При этом ожидаемая современная стоимость по определению рав

на математическому ожиданию случайной величины Z: 

EZ = J btvtdFт(x)(t) = J btvt · tPxµx+tdt, 
А А 

где EZ - величина текущих обязательств, т.е. обязательств стра

ховщика по отношению к страхователю на момент заключения до

говора. 
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Если страхователь оплачивает услуги по полису в момент по
купки полиса, то речь идет о единовременной, или разовой, премии 

по данному договору. При этом предполагается, что размер еди

новременной премии равен EZ, т.е. рассматривается нетто-премия, 
которая включает только обязательства по страховым выплатам. 

Реально премия включает в себя другие обязательства и риски, на
пример расходы по ведению дела, риск досрочного расторжения 

договора и т.д. В таком случае при учете этих дополнительных из

держек будем говорить о брутто-премии. Договоры страхования, 
как правило, предполагают выплату страхового возмещения в те

чение нескольких дней после урегулирования страхового случая, 

т.е. фактически на момент страхового случая, поэтому в качестве 
случайной величины современной стоимости выплат здесь выбра
на непрерывная случайная величина Z. В то же время при некото
рых предположениях вместо непрерывных случайных величин Z 
используется дискретная случайная величина, при этом предпола

гается, что в дискретном случае в качестве современной стоимости 

выплат вместо Ьт· vт рассматривается Ьк+~ · vк+i. Здесь вместо слу
чайной величины остаточного срока жизни Т(х) берется К(х) + 1, 
что предполагает выплаты по страховому случаю в конце года 

смерти. Использование дискретной случайной величины К(х) и ее 
свойств предполагает вычисление величин нетто-премий на осно

ве статистических таблиц, поэтому рассмотрение нетто-премий по 
различным видам страхования начнем с дискретного случая. 

2.1. Основные виды страхования жизни 

Первый вид страхования - бессрочное страхование жизни. 

В полисе по данному виду страхования предусматривается стра

ховая выплата в конце года смерти независимо от того, когда дан -
ный страховой случай произошел. В случае постоянной страховой 

суммы можно считать ее величину равной единице, т.е. Ьк+I = 1, 
k =О, 1, 2, ... При этом текущая стоимость страховых выплат опреде
ляется как случайная величина 

Z=v1'+\ К=К(х)=О, 1, 2,." 

Ожидаемая современная стоимость выплат, равная единовре

менной нетто-премии, обозначается через Ах: 
ОС) 

A x=EZ= LVk+I. klqx . 
k=O 

Величину Ах можно выразить через lx, dx+k: 
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(2.1.1) 

Дисперсия случайной величины Z = E(Z) 2
- (AJ2

• При этом вто-
ао 

рой момент случайной величины Z, т.е. E(Z) 2, равен '2: V 2(k+I).klqx 
k=O 

и обозначается через 2 Ах. Смысл данного обозначения состоит в 
следующем. Величина дисконтирующего множителя v представ
ляется в экспоненциальной форме через силу процента о, которая 
определяется как ln(l + i). Тогда v = е-0, а квадрат дисконтирующего 
множителя, т.е. v2

, равен е-20 • Следовательно, 
00 

E(Z)2= :Le-2o(k+l). klqx. 
k=O 

Это означает, что второй момент Z выражается в виде первого 
момента с удвоенной силой процента. Таким образом, дисперсия 
текущей стоимости выплат представляется как DZ = ~х - (Ах)2. 

Рассмотрим теперь виды страхования на срок, в которых дей

ствие страхового договора распространяется на ограниченный вре

менной интервал. Первый вид - страхование жизни на срок п лет. 

Выплаты производятся только в случае смерти застрахованного 

лица до наступления возраста х + п лет. Здесь текущая стоимость 
выплат определяется как 

Z={vK(x)+1, К(х)=О, 1,2" .. , п-1, 
О, К(х)~п. 

Единовременная нетто-премия обозначается в этом случае че

рез A~:rii: 
n-1 п-1 

A~:rii=EZ= LVk+1. k/qx= Ivk+1.kPxqx+k· 
k=O k=O 

Эту же величину можно выразить через lx, dx: 
п-1 d 

А 1 _ = """' vk+ i x+k 
x :nl L...J l · 

k=O х 

(2.1.2) 

Как и в случае бессрочного страхования жизни, второй момент 
случайной величины Z вычисляется по формуле первого момента с 
удвоенной силой процента: 

п-1 

E(Z2) = 2A~ : nJ = L v2(k+1) . klqx. 
k=O 

Отсюда 
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DZ = 2А~:т- (А~ : т)2. 

Следующий вид страхования - страхование дожития на срок 

п лет. Страховая выплата производится в случае дожития застра

хованного лица до возраста х + п лет. Случайная величина текущей 
стоимости выплат определяется как 

Z= fO, К(х)=О, 1,2, ... , п-1, 
lvn, К(х)'?_п. 

Ожидаемая современная стоимость выплат, равная единовре

менной нетто-премии, обозначается A~:ni и составляет 

Так как 

A~:ni=EZ=Vn·nPx· (2.1.3) 

Z2 =f0, К(х)=О, 1,2, ... , п-1, 
l v2n, К(х) > п, 

то дисперсия текущей стоимости выплат DZ = EZ2 
- (A~=m)2· По

скольку при этом 

вz2=2А1 -=v2п. р x:nl п х' 

то выражение для этой дисперсии принимает вид 

DZ=v2n. nPx-(vn. nPJ2 = v2n. пРх (1-пР) = v2n. пРх· nqx. 

Пример. По случаю 60-летнего юбилея отца сын заключил 
страховой договор, согласно которому отец получит 500 ООО руб. 
в день своего 70-летия. Чему равна ожидаемая современная стои
мость выплат по данному договору согласно табл. П.1 ~ Расчетная 
норма ДОХОДНОСТИ i = 0,05. 

Решение. Искомая величина равна 

500 ООО A~:ni = 500000 · vп · пРх= 500 ООО· 0,613913·170 1160 = 

= 306 956,6 (54 806 / 78 924) = 213 155,2 (руб.). 

Полученное значение говорит о том, что если не принимать во вни -
мание неизбежно сопутствующие страхованию расходы, то стра

ховая компания при назначении тарифа по такому договору может 
исходить из того, что цена полиса более чем в два раза меньше са
мой страховой выплаты. 

Пример. (33) планирует взять ипотечный кредит на срок 3 года. 
Обязательным условием выдачи кредита является страхование жиз
ни на срок погашения со страховой суммой, равной 3 ООО ООО руб., 
выплачиваемой в конце года смерти. Чему равна ожидаемая совре-
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менная стоимость выплат по данному договору согласно табл. П.1? 
Найти среднеквадратичное отклонение случайной величины теку

щей стоимости выплат. Расчетная норма доходности i = 0,05. 

Решение. При х = 33 искомая стоимость равна 

3 ООО ООО А i .- = 3 ООО ooo(v lx - lx+1 + v2 lx+1 - lx+2 + vз lx+2 - lх+з) = 
33.31 l l l 

х х х 

= 3 ООО ООО (1/(1,05·94 918))(94 918-94 789 + 

+ (1/1,05) (94 789-94652) + (1/1,052
) (94652-94 505)) = 

= 11824,026 (руб.). 

Таким образом, единовременная премия для данного полиса 

составляет менее 0,4% от страховой суммы. Случайная величина 
текущей стоимости выплат в этом случае определяется, как 

Z={ЗОООООО vK(x)+i, К(х)=О, 1,2, 

о, К(х)гз. 

Ее второй момент 

E(Z2
) = 9 .1012

• 
2л~з : з~ = 9. 1012 (11(1,052 .94 918)) (94918-94 789 + 

+ (1/1,052
) (94 789- 94 652) + (1/1,054

) (94 652-94 505)) = 

= 32182476934. 

Отсюда дисперсия этой случайной величины равна 

D(Z) = E(Z2
) - (EZ) 2 = 32 042 669 344, 

следовательно, квадратичное отклонение случайной величины со

ставляет O'z= 179004,7 (руб.). 

Пример. Требуется определить среднеквадратичное отклоне
ние случайной величины современной стоимости выплат по дого

вору страхования дожития с единичной страховой суммой на срок 

15 лет для (35) при i=0,06, исходя из табл. П.1. 

Решение. При i = 0,06 значение v2n = (1/1,06)30 = 0,17411, соглас
но табл. П.1 вероятности пРх= l50 /l35 = 0,9517, 

11
qx= 0,04825, отсюда 

DZ =0,17411·0,9517 · 0,04825 = 0,007996, az=0,089417765. 

Смешанное страхование на срок п лет предполагает выплату по 
' случаю смерти застрахованного лица в пределах временного интер-

вала (О, 1), а также при дожитии его до возрастах+ п лет. Таким об
разом, страховая компания при заключении договора производит 

выплату по обоим рискам, именно смерти страхователя до огово-
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ренного полисом срока, а также по случаю дожития до того же воз

раста, что объясняет название данного вида страхования. Если Ь 1 -

величина страховой выплаты по случаю смерти, а Ь2 - величина 
выплаты по дожитию, то текущая стоимость выплат здесь равна 

Z={b 1vK(x)+l, К(х)=О, 1,2, ... , п-1, 

Ь2 vп, К(х) 2 п. 

Из вида случайной величины Z следует представление 

Z=b1Z 1 +b2Z2, 

где Zp Z2 - текущие стоимости выплат с единичным страховым 

возмещением для риска смерти и риска дожития соответственно: 

EZ1 =A~= tii' EZ2 =А~:п~. При Ь1 =Ь2 =1 нетто-премия по смешанному 
страхованию на срок п лет обозначается через Ах: iii: 

п-1 

EZ =Ax:tii = 2: vk+1. klqx + vп. пРх. 
k=O 

Отсроченное на т лет страхование жизни на срок п лет предпо

лагает выплату по случаю смерти, только если смерть происходит 

на возрастном промежутке [ х, х + п). Текущая стоимость единичной 
страховой выплаты определяется как 

{ vк<х>+
1 , К(х)=т,т+ 1, т+2"." т+п-1, 

Z= 
О,К(х)<т или К(х)-С.т+п. 

Единовременная нетто-премия по данному виду страхования 

ОбОЗНачаеТСЯ Через ml~X И равна 
т+п-1 

ЕZ=т1пАх= I vk+I. kjqx. 
k=m 

Если п бесконечно, то в таком случае говорится об отсрочен
ном на т лет бессрочном страховании жизни. При этом ожидаемая 
современная стоимость единичной страховой выплаты обознача-

ется rniAx: оо 
~ k+l 

т1Ах= L.J V · kjqx · 
k=m 

Последняя величина при преобразовании сводится к введенным 
ранее нетто-премиям: 

т1Ах= f vk+1 . kjqx = f vk+1 dx+k = f vm+k-m+1 dx+rn+k-m-1 lx+m = 
k=m k=m lx k=m [х+т lx 

00 

-vm. р '1vl+I. q -AI А 
- т х L.J ll х+т - x:ml · х+т· (2.1.4) 

l=O 

, ' ,• 
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В последнем выражении нетто-премия Ах: k, играет роль вспо
могательного множителя, который в таких случаях принято обо

значать через тЕх. Дисперсия случайной величины текущей стои

мости выплат равна 

где через т7Ах, как и ранее, обозначается ожидаемая современная 
стоимость выплат при удвоенной силе процента для отсроченного 

на т лет бессрочного страхования жизни. 

Пример. Выразить ожидаемую современную стоимость вы

плат для отсроченного на т лет страхования жизни на срок п лет 

через тЕх И A~+m:rij· 
Решение. Полагая при суммировании k- т = l, получаем 

m+n-1 d [ т+п-1 d 
ml~x= I vk+l~=vm~ I vk-m+l x+m+k-m = 

k=m [х [х k=m [х+т 
п-1 d 

Е '"" l+I x+m+l Е AI 
=т xL-v =т Х 0 

x+m:m· 
l=O [х+т 

Пример. Договор страхования жизни предусматривает единич

ную выплату в случае смерти страхователя после 5 лет по заклю
чении договора. Выплаты по смерти в конце года смерти, возраст 

страхователя 52 года, i = 0,04. Используя табл. П.1, найти отношение 
ожидаемой современной стоимости выплат по данному договору к 

единовременной нетто-премии по бессрочному страхованию жиз-
ни для (57). . 

Решение. Из равенства 51А52 = 5Е52 • А57 получаем искомое отно
шение 

51А52 1А57 = 5Е52 = v5 • 5р52 =(111,04) 5 [57 /152 = 0,773867914. 

Пример. Договор страхования жизни на срок п лет предусма

тривает выплату 200 ООО руб. в случае смерти застрахованного в 
первый год действия полиса и 100 ООО руб. в случае его смерти в 
последующие п ~ 1 лет. Получить выражение для ожидаемой совре
менной стоимости выплат по данному договору через стандартные 

нетто-премии по страхованию жизни. 

Решение. Ожидаемая современная стоимость ( ОСС) выплат 
равна 

п-1 

100000·vqx+100000 · I vk+I · k/qx = 100000-А~:ТI+100000 ·A~:ni· 
k=O 
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Пример. Страховой договор предусматривает выплату 

100000 руб. в случае смерти (55) на пятом или шестом году дей
ствия полиса. Считая i = 0,06, согласно табл. П.1 определить нетто

премию по данному договору. 

Решение. Нетто-премия в данном случае составит 

100 ООО· 412А55 = 100 ООО ( v5(d59 /155 ) + v6(d60 / 155)) = 2928,315. 

Пример. Договор смешанного страхования на срок п лет пред

усматривает выплату 50000 руб. по случаю смерти и 100000 руб. по 
случаю дожития до конца срока действия полиса. Выразить ожида

емую современную стоимость выплат по договору через стандарт

ные обозначения для нетто-премий. 

Решение. ОСС выплат равна 

SOOOOA~:ni + 100000A~:rii = 50000 A;:ni + 50000 А~ : п~ + 50000А~:п~ = 

== 50 OOO(Ax:i1i + А~:п~)· 

Рассмотрим теперь виды страхования, в которых выплата по 

случаю смерти изменяется в зависимости от даты страхового слу

чая. Пусть сначала выплата увеличивается с возрастанием страхо

вого года. Именно пусть на k + 1-м году действия полиса величина 
выплаты по смерти равна k + 1, k =О, 1, 2, ... Для бессрочного страхо
вания жизни текущая стоимость выплат определяется как 

Z = (К(х) + l)yК(x)+l. 

При этом единовременная нетто-премия 0603начается (IA) x и 
равна оо 

EZ= (IA)x:;;; L (k + l)vk+l. k\qx. 
k=m 

Для дальнейших целей более важно другое выражение для ве-

личины (IA)x: 
оо k 1 dx+k 

(IA)x== L (k + l)v + т· 
k=m х k 

(2.1.5) 

ль (k + 1) как ·~) и меняя порядок 
Кроме того, записывая множите j==O 

. олvчаем выражение для (IA)x через единовремен
суммированил, п J - ни· 
ные нетто-премии по отсроченному страхованию :из . 

(IA) == ~ ~ 1 · yk+l. k\qx == t ti. v"+l. k\qx = ~j\Ax. 
:Х: i...J L.J k . 1-О 

k- ·-о j=O =J 
-т )-
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Для страхования жизни на срок п лет с возрастающей стр а -
ховой суммой текущая стоимость выплаты равна случайной вели -
чине 

z ={(К(х) + 1) vK(x)+I, если К(х) =О, 1, 2, п-1, 

О, если К(х)?. п. 

Договор по такому виду страхования предусматривает выплату 
k + 1 в случае смерти на k + 1-м году. Единовременная нетто-премия 
здесь, обозначаемая как (IA) ~= 111 , равна 

п-1 

(IA);:ni= L (k+1)vk+I. klqx. 
k=m 

Для страхования жизни с возрастающей страховой выплатой 

в конце п-го года величина выплаты составляет п. Поэтому естест

венно определяется понятие смешанного страхования на срок п лет 

с возрастающей страховой выплатой. Здесь текущая стоимость вы -
платы равна случайной величине 

{(К(х)+ 1) vK(x)+l, если К(х)=О, l,2,n-1, 
Z= 

п, если К(х)?. п. 

Таким образом, выплата k + 1 производится в случае смерти 
страхователя на k + 1-м году, а в случае дожития до конца срока дей
ствия полиса производится выплата п при дожитии страхователя до 

конца срока действия договора. Единовременная нетто-премия для 

такого вида смешанного страхования обозначается через (IA)~:m: 
н-1 

(IA)x:ii] = L (k + l)vk+l. k\qx + п. A~:nl' 
k=m 

Рассмотрим случай убывающей по времени страховой выпла
ты. Именно для страхования жизни на срок vп лет будем считать. 
что на k+ 1-м году жизни величина страховои выплаты по случаю 
смерти равна (n-k)) k=O, 1,2,".Тогда текущая стоимость выплаты 
составит 

z = (п-К(х)) vf<Cx)+1, k= О, 1, 2, ... , п-1. 

Единовременная нетто-премия обозначается через (DA)~ = ni и 
равна п-1 

EZ= (DA)~:lii = L (n-k)vk+l. k\qx. 
k=m 



Единовременные нетто-премии. Аннуитеты 53 

Как и для случая возрастающей страховой выплаты, единовре
менную нетто-премию удобно выразить через функции dx и lx: 

(DA)~:iii = I (n-k)vk+I dx+k. 
k=m [х 

(2.1.6) 

Для тех договоров, связанных со страхованием жизни, в кото
рых предусмотрена незамедлительная выплата по случаю смерти, 

т.е. для непрерывного случая текущей стоимости выплат, едино

временная нетто-премия выражается с соответствующими множи

телями через случаи единовременных нетто-премий, рассмотрен

ные ранее. Важно подчеркнуть, что незамедлительность выплаты 

по случаю смерти отражается в обозначении для единовременной 

нетто-премии проставлением черты над основным обозначением, 

т.е. над А. В частности, для бессрочного страхования жизни с неза
медлительными выплатами текущая стоимость выплат равна слу

чайной величине Z = vтСх\ а единовременная нетто-премия EZ обо
значается через Ах. В отличие от случая выплат в конце года смерти 

здесь имеется черта над А, как и во всех других случаях. Предпо

лагая равномерность распределения смертей на каждом интервале 

(х, х + 1) при неотрицательных целых х, величину Z представим в 
виде Z=vК(x)+S(x), при этом дробная часть Т(х) -случайная величи
на S(x) - имеет равномерное на (О, 1) распределение и не зависит 
от К(х). Отсюда следует независимость случайных величин vf'Cx)+I и 
vf'Cx)-1• Математическое ожидание от произведения двух независи - . 
мых случайных величин равно произведению их математических 

ожиданий. В таком случае единовременная нетто-премия равна 

А = EZ = вvК<х)+ l +S(x)-1 = вvс(х)+ 1 . вv5Сх)-1 =Ах. (В+ i) 1- S(x). 
х 

Кроме того, из равномерности распределения 1- S(x) следует 

. i i i ео -1 i 
Evl-S(x) = J v-1+sds = J (1 + i)I-s ds = J eCl-s)ods = 8 = 8. 

о о о 

Отсюда вытекает, что единовременная нетто-премия при незамед
лительных выплатах по смерти получается из случая выплат в кон-

це года смерти путем умножения на i 1 8: 

А = ЕvТ(х) = ( i / О) Ах. 
х 

Пример. На сколько процентов изменится единовременная 
нетто-премия, если выплаты производить не в конце года, а.~еза
медлительно при расчетных значениях нормы доходности l - 0,4, 

0,5 и 0,6? 
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Решение. Искомое изменение равно 100%(Ах / Ах -1) = 100%(i / 8- 1). 
Это значение равно 1 ,99; 2,48 и 2,97% при i = 0,04; 0,05 и 0,06 соответ
ственно. Таким образом, с ростом нормы доходности vвеличение 

v / 

единовременнои нетто-премии становится все более ощутимым. 
При страховании жизни на срок п лет текущая стоимость не

замедлительных выплат единичного объема является случайной 
величиной 

_ { vT<x>, Т(х) < п, 
Z= 

О, Т(х)>п. 

_ Как и для бессрочного случая, величина Z представима в виде 
Z=Z v5<x)-I, где Z есть текущая стоимость единичной выплаты при 
страховании жизни на срок п лет с выплатой по смерти в конце 

страхового года. Следовательно, 

-1 -
Ах:п~ =EZ= (i/ o)A~:ni · 

Таким образом, если случайная величина Z, равная текущей 
стоимости выплат, определяемая величиной Т(х), допускает разло
жение в виде произведения Z = Z vs(x)-I, где Z зависит только от К(х), 
то математическое ожидание Z представимо в виде произведения 

EZ= (il с) EZ. 
Следует отметить, что часто применяется и другое представ-

ление математического ожидания случайной величины Z. Именно 
при допущении, что смерти происходят в середине страхового года, 

вместо множителя i/ о берется множитель (l + i)0
'
5

. При малых зна
чениях нормы доходности i эти два множителя мало различаются. 

Например, для i =0,04 имеем i/ б= 1,019869, а (1+i)0
'
5=1,019804, от

носительная погрешность 3десь порядка 10-
5

. 

Единовременная нетто-премия по срочному страхованию 
дожития не зависит от способа выплаты по смерти. Тем не менее 
единовременная нетто-премия по смешанному страхованию на 
срок п лет обозначается с чертой над А: 

- - -i А 1 - (. / б) А 1 - +А .!__ 
A.x:n\-Ax:i1i+ x:n\- l x : n\ x : n\" 

Наряду с рассмотренными случаями выплат по смерти в конце 
года и незамедлительных выплат естественно получить выражения 

" це т-й части года. Такое 
для единовременных нетто-премии в кон 
возможно, если договор предусматривает выплаты по смерти в те-
чение квартала или месяца после страхового случая. Кроме того, 
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выражения для единовременных нетто-премий с выплатами по 

смерти в конце т-й части года играют важную вспомогательную 

роль. Такая выплата означает выплату в момент К(х) +Sm. Здесь 
случайная величина Sm принимает значения k!m, k= 1,2,3, ... ,т. 
Для каждого k значение sm = k / т в том и только в том случае, если 
Т(х)-К(х) Е [(k-1)/m, k!m). В общем случае 

S =[(Т(х)-К(х))т]+l 
т т 

где квадратные скобки, как и ранее, означают целую часть. Для част
ного случая, когда смерти распределены равномерно на интервале 

(х, х+ 1) для каждого целого значениях, sm имеет распределение 

P(Sm =klm)=I/m,k=l,2,3, ... ,m. 

Здесь случайные величины К(х) и Sm независимы. При этом для бес
срочного страхования случайная величина текущей стоимости вы

плат имеет вид zСт) = vK(x)+Sm, а единовременная нетто-премия обо
значается как А~т): 

л~т) = вz(т) = EvK(x)+Sm = Е( vK(x)+l(l + i)l- Sm). 

В силу независимости К(х) и Sm математическое ожидание здесь 
равно произведению математических ожиданий: 

т k 1 т k 
EvK(x)+l E(l + i)l-Sm =AxL(l + i)l- ~ P(Sm = т )=Ах т ~)1 + i)l-т= 

k=l k=1 

1 _!_ .1.. m - 1 ) i i 
=А -(1 + (1 + i)m + (1 + i)m + . . . + (1 + i) т =Ах 1 =Ах ·(т)' 

Хт - l 
m((I+i)m -1) 

отсюда получаем 

л<т)=А _i_. 
х х i(m) 

(2.1.7) 

Здесь через i(m) обозначена номинальная т-кратна~ проце~тная 
ставка соответствующая годовой норме доходности t. Данныи тер-

' ·(т) 
мин легко объясняется равенством при определении t : 

1 1 
(1+i)т=1 +-i(m). 

т 

Это равенство утверждает, что увеличение годового . вклада за 
u • v сти 1<т) Значе-

т-ю часть года при процентнои ставке i равно т-и ча · 
ние i(m) меньше соответствующего значения i. В табл. 4 представлены 
значения i(m) для величин нормы доходности, здесь используемых. 
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Таблица 4 
Величины i(mJ для некоторых значений i, т 

~ 2 4 6 12 24 

0,04 0,039608 0,039414 0,039349 0,039285 0,039253 

0,05 0,04939 0,049089 0,048989 0,048889 0,04884 

0,06 0,059126 0,058695 0,058553 0,058411 0,05834 

Для страхования жизни на срок п лет с выплатой страховой 

суммы в конце т-й части года случайная величина текущей стои

мости выплат имеет вид 

{ 

vK(x)+Sm если К(х) < п 
z(m) = ' ' 

О, если К(х)>п. 

Как и для бессрочного страхования жизни, в силу независимо

сти К(х) и Sm ожидаемая современная стоимость выплат, обозначае-
мая через л;~w-1)' равна 

i 
Еz<т) _А1 -. (2 1 8) 

- х: i1j i (m) • • 

Для смешанного страхования на срок п лет с выплатой по случаю 

смерти в конце т-й части года текущая стоимость выплат есть слу

чайная величина 

z<т) = Vmin(n, К(х)+Sт), 

математическое ожидание которой является единовременной 

нетто-премией вz<т) =A~~ii-1пo данному виду страхования и равно 

вz<т) = At1~ = i<~) А~ : т +Ах: fu· ( 2.1.9) 

2.2. Выражение единовре.менных нетто-премий 
через коммутационные числа 

Коммутационные числа служат для краткой записи актуарных 

выражений, в частности единовременных нетто-премий, а также 

для вычисления соответствующих значений путем использования 

таблиц коммутационных чисел. Многие актуарные выражения име
ют стандартные записи через соответствующие коммутационные 

числа, что позволяет, не прибегая к сложным выкладкам, быстро 

получать нужные значения. Например, для бессрочного страхова-

•.. " 

ния жизни равенство (2.1.1) умножим на v lx, тогда ,, 
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00 

vXZ~x= L vx+k+l. dx+k ' 
k=O 

57 

Произведение vxzx - первое и наиболее легко запоминающееся 

коммутационное число. Оно обозначается через Dx. Другое произ
ведение, именно vx+ 1dx, - второе коммутационное число, обозна
чаемое Сх. Последнее равенство в терминах коммутационных чисел 

D х' Сх примет вид 
00 

Dfix= LCx+k· 
k=O 

Это выражение можно упростить еще раз, введя в рассмотрение 
00 

третье коммутационное число - мх, равное L cx+k' Тогда для 
k=O 

нетто-премии Ах получим простое выражение 

(2.2.1) 

Выразим через коммутационные числа единовременную нетто

премию по страхованию жизни нап лет. Для этого равенство (2.1.2) 
умножим на Dx: 

п-1 w w оо 

DХА~:п1= L cx+k =L cx+k-L cx+k=Mx-Lcx+n+(k-n)=Mx-Mx+n· 
k:::O k=O k=n k =n 

Отсюда выражение для единовременной нетто-премии имеет вид 

Al -= Мх -Мх+п 
x:nl D 

х 

(2.2.2) 

Наиболее просто через коммутационные числа получается вы
ражение для единовременной нетто-премии по страхованию дожи-

тия. Действительно, после умножения равенства (2.1.3) на Dx будем 
иметь 

Al - = Dx+n 
x:nl D · 

х 

(2.2.3) 

Для смешанного страхования на срок п лет равенства (2.2.2) и 
(2.2.3) дают представление 

. А _ = М х - М х+п + D х+п 
x: nl D D · 

х х 

Для отсроченного на т лет страхования жизни из соотноше

ния (2.1.4) следует 

А - Е А - Dx+m Мх+т = Мх+т 
ml х-т ~J.x+m- D D D 

х х+т х 

(2.2.4) 
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п- 1 11 -I 11 - l 

Dx (DA)~ : ili= L(n-k)Cx+k =n:l:Cx+k- :l:kCx+k== 
k= O k=O k =O 

11 -1 п-1 

=n(Mx-Mx+n)- 2)k+ 1)Cx+k+ LCx+k= 
k =O k= O 

п- 1 

=(n+l) (Mx-Mx+n)-L(k+l)Cx+k· 
k= O 

В соответствии с (2.2.7) последнее выражение равно 

Отсюда 

( п + 1) (Мх - Мх+п) - (Rx - Rх+п - пМх+п) = 

= (n + 1)Мх-Мх+п - (Rx-Rx+n). 

59 

Пример. Показать, что коммутационное число Сх представимо 
в виде 

Решение. По определению сх = vx+ldx = vV'(lx - Zx+l) = v Dx-Dx+I · 

Поскольку d = 1 - v, из последнего равенства вытекает требуемое. 

Пример. Выразить через коммутационые числа единовремен

ную нетто-премию для отсроченного на т лет страхования жизни 

на срок п лет. 

Решение. Поскольку единовременная нетто-премия равна 

mlrAx=mEx~+m : iii' при этом 

Е = Dx+m лI _ = Мх+т - Мх+т+п 
т х ' 1 ~+m:nl ' 

D x D x+m 

то выражение единовременной нетто-премии принимает вид 

А = D x+m Мх+т -Мх+т+п =Мх+т -Мх+т+п 
~~~ D D D . 

х х+т х 

Пример. Согласно табл. П.3 и П.6 вычислить значения 

A(s1J+1:2i' (IA)(s1]+1:2i' (DA)(s1J+1:2i· 

Решение. Ats1]+l:2i = ( c[Sl]+ l + С53) / D[Sl]+l == (17,321323 + 

+ 26,115030) / 4199,7841 =0,01034, 

·'_.<.-

.~ -
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(IA)[s1]+1:2i = ( c[Sl]+l + 2С53) / D[Sl]+l = 

= (17,321323 + 2. 26,115030) / 4199,7841=0,0166, 

(DA)[s1J+1:2i = (2Crs1)+1+С53)1 D(s1)+1 = 

= (2·17,321323 + 26,115030) / 4199,7841=0,0145. 

Пример. Выразить сумму (IA); :m + (DA)~ : i1i через A~ : fii· 
п-1 

Решение. Складывая два равенства: Dx(IA); :m = l)k+ l)Cx+k и 
1 - п-1 k=O 

Dx(DA)x : т- L(n-k)Cx+k> получим 
k=O п-1 

D)IA)~:ni + D)DA)~: ni = (п + 1) Icx+k= (п + l)D~; : m· 
k=O 

При делении последнего соотношения на Dx имеем 

(IA);:rii + (DA);:ni = (п + l)A;:m· 

Пример. [ 57] заключает полис по страхованию дожития до 
65 лет со страховой суммой 200 ООО руб. Вычислить единовремен
ную нетто-премию, исходя из селективной табл. П.2. 

Решение. Согласно условию страхователь в возрасте 57 лет 
при заключении договора прошел отбор, срок действия которого 
составляет 2 года. Поэтому единовременная нетто-премия равна 

200 ООО Ar571:ii = 200 ООО D 65 1 Dr571 = 

= 200000. 2144,1713 / 3296,3898= 3943,71 (руб.). 

Пример. [50] покупает полис страхования жизни на срок 10 лет 
со страховой суммой 100 ООО руб. Чему равна единовременная 
нетто-премия согласно табл. П.2? 

Решение. Искомая единовременная нетто-премия равна 

100 ООО A[so]:lOI = 100 ООО (M[soJ - М60) / D[so] = 

= 100 ООО (1752,6753-1477,0842)/ 4581,3224= 5125,72 (руб.). 

Пример. Используя табл. П.2, требуется вычислить (DA)~з:7i; 

(1А)~з:71; А~з:71· 
Решение. 

(DА)§з:71= (8Мsз-Мбо-(Rsз-Rбо)) / Dsз =0,207666; 

(IA)~з:7i = (R53 - R60 - 7 М60) / D 53 = 0,234345; 

А~з :7! = (М53 -М60)1D53 =0,055251. 
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Пример. Страхователь в возрасте 51 год заключает договор, 
согласно которому выплата по смерти производится в случае его 

смерти от 60 до 65 лет. Исходя из селективной табл. П.2, найти 
единовременную нетто-премию. 

Решение. Искомая единовременная нетто-премия равна 

9ISA[siJ = (М60 -М65)1D(siJ=0,049835. 

Пример. Страхователь точного возраста [54] года заключил 
договор по страхованию жизни на срок 1 О лет. Страховая сумма 
уменьшается на 10% каждый год исходя из начального уровня 
500 ООО руб., так что в конце срока страхования ее значение равно 
50 ООО руб., выплаты по смерти в конце года. Чему равна согласно 
табл. П.2 и П.8 единовременная нетто-премия? 

Решение. Единовременная нетто-премия при Ь = 500 ООО, п = 1 О, 
х=54 равна 

(Ь + Ь / n)A~J:ni- (Ь / n)(IA)[;J:ni = 550 ООО (М[541 -М64) / D[s4J

-50000 (R[541 -R64 -10М64) / D[541 =21452,06 (руб.). 

Для непосредственной записи единовременных нетто-премий 

в случаях, когда выплата по смерти производится в конце года смер

ти, существуют специальные коммутационные числа, которые по

зволяют вычислять премии без дополнительных предположений. 

Непрерывное коммутационное число Сх равно 
1 

Сх = f D x+tµx+tdt. 
о 

Через Сх определяется коммутационное число Мх: 
00 

Мх= l:Cx+k· 
k=O 

Эти два коммутационных числа позволяют кратко записать не

которые стандартные нетто-премии. Например, 

оо l оо D оо k+1 D 
А = J vt x+t µ dt= J~µ dt = ~ J -2.±!..µ dt = х [ x+t D x+t L.. D x+t 

о х О х k=O k х 

оо k+1 D оо k+1 D оо С М =" f x+k+t-k dt = '1 f x+k+s d = '1 ~= _х L.i µx+k+t-k .i...J µx+k+s S .i...J • 
k=O k Dx k=O k Dx k=O Dx Dx 

При суммировании по k от О до п-1 аналогично получается вы
ражение 
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-1 Мх - Мх+11 
Ax:~=----

Dx 

Для случая, когда на k + 1-м году действия полиса выплата по 
случаю смерти равна k + 1, при этом данная выплата производится 
незамедлительно, применяется третье непрерывное коммутацион

ное число Rx. Единовременная нетто-премия (IA)x тогда записыва-
ется в виде 

00 k+I D 
(IA)x= L f (k + 1) x+k+t-k µ x+k+t - kdt = 

k=O k J)x 

~ fl]) k . ~ Cx+k Rx 
= L..J (k + 1) х+ +s µx+k+sds = L..J (k + 1)-- = - · 

k=O о Dx k=O Dx Dx 
00 . 

Здесь коммутационное число Rx по определению равно L Mx+k . 
- k=O 

Рассмотрим свойство коммутационных чисел Rx. Именно нетрудно 
видеть, что 

00 

Rx= l)k+ 1)Cx+k· 
k=O 

Кроме того, конечная сумма 
11- l 00 r:fJ 

L(k+ 1)Cx+k= L(k+ 1)Cx+k- L(k+ 1)Cx+k= 
k=O k=O k=n 

00 00 

=Rx- L(k-n + 1 + n)Cx+n+k-n =Rx- L(l+ 1 + п)Сх+п+l= 
k=n k=O 

= Rx - Rх+п - пМх+п· 

Таким образом, для непрерывных коммутационных чисел по
лучен аналог формулы (2.2.7): 

11-1 

L(k+ 1)Cx+k=Rx-Rx+n - пМх+п· (2.2.8) 
k=O 

Пример. (52) заключает договор по страхованию жизни на срок 
1 О лет со страховой суммой 200 ООО руб. Выплата по случаю смерти 
незамедлительная. Вычислить единовременную нетто-премию, ис

пользуя табл. П.1 и П.2, и сравнить результаты. 

Решение. Согласно табл. П.1 

- Ms2 -М62 
А~2: 1о 1 = =24 464,86 (руб.). 

1)52 

В соответствии с табл. П.2. та же единовременная нетто-премия 

равна 
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А i .- = 0,04 Ms2 -Мб2 -15 895,27 ( б.). 
s2.101 ln 1, 04 Ds2 РУ 

Существенная разница в полученных значениях единовременной 

нетто-премии объясняется более высоким уровнем смертности 

в табл. П.1, чем в табл. П.2, для возрастного промежутка от 52 до 
62 лет. 

Пример. Договор, заключенный с (18) на срок 10 лет, предпола
гает незамедлительную выплату по случаю смерти. При этом объ

ем выплаты на первом году действия полиса равен 50 ООО руб. и в 
каждый последующий год увеличивается на 10000 руб. Выплата по 
дожитию равна 200 ООО руб. Требуется определить единовременную 
нетто-премию согласно табл. П.1. 

Решение. Ожидаемая современная стоимость выплат по дожи

тию составляет 

200000D28 / D 18 = 133646,78 (руб.), 

а по случаю смерти -

40 ООО A~:rii + 10 ООО (IA)~:пi = 
м м 9 k+l с 

= 40 ООО 18 
-

28 + 10 ООО L f (k + 1) lS+k dt. 
D1s k=O k Diв+k 

Из равенства (2.2.8) следует, что эта величина равна 

M1s -Mzs - -
40000 + 10000(R18 -R28 -IOM28)=813,74 (руб.). 

D1в 
Теперь общая единовременная нетто-премия составляет 

133 646,78+813,74=134460,52 (руб.). 

Пример. Договор страхования жизни, заключенный с заемщи

ком кредита возраста 45 лет на срок 5 лет, предполагает незамед
лительную выплату по случаю смерти страховой суммы, величина 

которой для первого года равна 100000 руб. и ежегодно уменьша
ется на 20 ООО руб. Требуется определить единовременную нетто
премию согласно табл. П.1. 

Решение. Искомая нетто-премия равна 

100000 Als:Si-20000(IA)~5:sl = 

= 100000 М45 -Mso -20000 R45 -Rso -SMso =843,02 (руб.). 
D4s D4s 
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2.3. Аннуитеты в страховании жизни 
Аннуитетом называется серия регулярно поступающих пла

тежей с заранее оговоренным сроком действия. Платежи, кото

рые поступают от страхователя к страховщику, принято называть 

взносами, а идущие в адрес страхователя - аннуитетами. Напри -
мер, договор страхования может предполагать выплату пенсии в 

течение определенного периода времени и начиная с некоторого 

возраста. Следовательно, пенсия является не чем иным, как отсро

ченным на определенный срок аннуитетом. С другой стороны, еди -
новременная премия может быть значительной суммой, заплатить 

которую сразу затруднительно, поэтому страхователь может вы

плачивать взносы, причем их суммарная стоимость должна быть 
эквивалентна единовременной премии. Этим обстоятельством 
объясняется термин «единовременная нетто-премия по аннуи

тету», которым мы будем пользоваться. Аннуитеты различаются 

по частоте поступающих платежей, по сроку действия, по объему 
каждой выплаты. 

Рассмотрим сначала аннуитеты, выплачиваемые ежегодно. Они 

разделяются на два вида - авансовые премии, или взносы, выпла

чиваемые в начале текущего года, и задолженные, выплачиваемые 

в конце текущего года. Первые часто называют аннуитетами -пре
нумерандо, вторые - постнумерандо. Как правило, в роли авансо

вых аннуитетов выступают взносы страхователя, регулярно пере

числяемые на счет страховой компании, а в роли задолженных ан -
нуитетов - платежи, производимые на имя страхователя. Рассмот

рим аннуитет-пренумерандо, выплачиваемый в течение п лет, т.е. 

в моменты О, 1, ... , п - 1. Величину аннуитета будем считать равной 
единице. В таком случае его текущая стоимость обозначается через .. 
ап1 и составляет 

•• - ~ k 1 - vn 1 - vn 
ап1 - L...J v =---

k=O 1-V d 

здесь и далее разность 1 - v - годовой дисконт, соответствующий 

годовой норме доходности i. Теперь предположим, что тот же ан -
нуитет выплачивается уже в течение всей жизни страхователя, т.е. в 

течение К= К(х) лет в моменты О, 1, ... , К(х ). Тогда его текущая стои
мость является случайной величиной: 

•• l-vK(x)+l 

а K(x)+ll = 
d 

' l 
l 
! 

1 

1 
1 
1 
! 

' ~ 
1 
1 

1 

i 
1 
l 
2 
t 
1 
1 
1 

.~ 

i 

1 
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Единовременная нетто-премия по такому аннуитету, равная 

его ожидаемой современной стоимости, определяется как матема

тическое ожидание его текущей стоимости и обозначается как ах: 

.. -вr··-)- 1- E(vK(x)+I) - I-Ax 
ах- \а K(x)+ll - d - d · 

Здесь и далее мы предполагаем, что это математическое ожида

ние конечно. Отсюда следует соотношение, позволяющее выра

жать единовременную нетто-премию по бессрочному аннуитету

пренумерандо через единовременную нетто-премию по бессрочно
му страхованию жизни: 

1 =Ax+dax. (2.3.1) 

По определению математического ожидания 
щ п 

ах= I.iik+ll . klqx=limn-+oo 2.:ak+II . klqx. 
k=O k~ 

По предположению последний предел конечен в силу сходимости 

ряда ах. Этот ряд преобразуется следующим образом. Сначала вели -

чина klqx представляется в виде разности kPx- k+iPx> k =О, 1, 2, ... , при 
•• •• k 

этом ak+II -akl = v . Отсюда 
п 

Ia k+11· klqx =ал (0Рх-1Р) +ад С1Рх-2Рх) + ... +a;;r (пРх- п+1Рх) = 
k=O 

=а 1f оРх + (ёiif -а i1) · iPx + · · · + (ёi;;r -а п-11 ) • п-1Рх -a;;r · п+1Рх = 

= 1 + v · iP х + v2 · 2Р х + · · · + · vп · пР х -а ;;r · н+ iP х· 
Заметим, что 

00 00 

ёiп1. п+1Рх=ап1. L klqx$ L akl·~·,qx, 
k=n+1 k=n+1 

п 

тогда вследствие сходимости ряда 2Ji kl • k 1 qx его остаток, равный 
00 k=O 

L ak,. klqx, стремится к нулю при стремлении п к бесконечности. 
k=n+l 
Следовательно, 

Дисперсия текущей стоимости аннуитета вычисля1ется через 
выражение для дисперсии частного (1-vf<"(x)+l) / d. Эта дисперсия 
равна 
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Для аннуитета-постнумерандо, выплачиваемого в течение 

п лет, т.е. в моменты времени 1, 2, ... , п, его текущая стоимость, обо
значаемая через а;;т, равна v+v2 + ." +vn. Отсюда следует равенство 

ап1 = va 111 = ( v(l -vn)) / d. 

Пусть теперь аннуитет-постнумерандо выплачивается пожиз

ненно, т.е. (х) производит единичные платежи в моменты 1, 2, ... , К(х ), 
тогда текущая стоимость пожизненного аннуитета-постнумерандо 

составляет 

ак(х)I =v+v2+ ... +vК<х> =ак(х)+1Г 1. 

Отсюда единовременная нетто-премия по такому аннуитету, обо

значаемая как ах, равна ах-1. Аналог равенства (2.3.1) для аннуите
та-постнумерандо отсюда такой: 

где 00 

ах= Lv"· kPx· 
k=I 

(2.3.2) 

Для срочных взносов единичной величины, т.е. таких взносов 

единичной величины, которые уплачиваются страхователем в те

чение п лет, их текущая стоимость определяется как случайная ве-

личина 

{

anl' если К(х) ~ п, 
у= а К(х)+1/ 'если К(х) < п. 

Единовременная нетто-премия по этому аннуитету, равная ЕУ, 

обозначается через а х:nт. Если учесть, что таким образом опреде
ленная случайная величина У представима в виде У= ( 1 - Z) / d, где 
случайная величина Z = vmin(n, К(х)+ 1) - текущая стоимость выплат 

для смешанного страхования на срок п лет, то нетрудно видеть, что 

единовременная нетто-премия данного аннуитета равна 

ЕУ = ( 1 - EZ) / d = ( 1 - Ах:п~) / d. 

Указанная единовременная нетто-премия обозначается через а x:nr 

и вследствие последнего равенства удовлетворяет соотношению 

(2.3.З) 

Кроме того, дисперсия У равна DZ / d2 = (2 Ax:nl - (Ах:п~)2 ) / d2• Рассмо
трим представление а x:nr в виде конечной суммы через функции до-

т 

f 

1 

1 
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жития. По определению математического ожидания и вследствие 
С/) 

равенства пРх= Lklqx 
k=n 

n-I 

ЕУ =ax:iif = Liik+1I · klqx +а~· пРх= 
k=O 

00 00 

= Iak+1i · k1qx- Icak+11-ёi;;j)· klqx= 
k=O k=n 

00 

=ах-Icvп + vn+l + ... + vk). klqx= 
k=n 
00 

= ах - vn zx+n i zx Ic i + v + v2 + ... + vk-n) ax+n+k-n i zx+n = 
k=n 

п-1 

=ax-nExLaz+1I ·11qx+n=ax-nExax+n· 
1=0 

Отсюда следует, что 

Кроме того, 
00 00 

.. Е .. - .. п ~ (l / l ) k - •• ""°' (l ! l ) k+п -ах - п хах+п - ах - v · пР х L..J х+п+k х+п v - ах - -'--' х+п+k х v -
k=O k=O 

оо оо п-1 

= I Clx+k / ZJ vk - I Clx+k / lJ vk = L (lx+k / lx) vk, 
k=O k=n k=O 

откуда вытекает соотношение 

п-1 

{ix:ii[ = Lvk · kfx· (2.3.4) 
k=O 

Для получения аналогичного выражения для аннуитета

постнумерандо, выплачиваемого в течение п лет, сначала опреде

лим его текущую стоимость как случайную величину 

1 
акl , К=К(х) < п, 

У= 
a;;r, К(х) ~ п. 

Единовременная нетто-премия по данному аннуитету равна 

п-1 п-1 п-1 

ax:iil = IakТ · klqx + anl · пРх= Lakf · klqx- L(akj -ап1) · klqx= 
k=l k=l k=1 

00 

=ах- L: ( vn+l + vn+2 + ... vk) dx+kl lx= 
k=n+l 
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00 

= ax-vn zx+n i zx :L с v+ v2 + ... vk-n) dx+k1 zx+n = 
k=n+I 

00 

= ах-пЕх L( v+ v2 + ... vl) dx+n+ll lx+n = 
1= 1 

00 

=ах -пЕх LаП · 11 qх+п = ах-пЕх · ах+п· 
/= l 

Глава 2 

Последнее равенство означает, что единовременные нетто

премии по срочному и бессрочному аннуитетам-постнумерандо 
удовлетворяют соотношению 

Кроме того, 
ro оо 

ax:nl = IJ:. kPx-vn lx+nl lxl:vk lx+n+kl lx+n = 
k=1 k=1 

откуда следует, что единовременная нетто-премия составляет 

п 

ax:ill = L vk . kP х· 
k=1 

Отсюда и из равенства (2.3.4) вытекает 

ах:пl - ах:п1 = 1 - пЕх. 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

Пример. При заданных значениях ax:nl = 14,2, A~:nl = 0,046, 
Ax:iil = 0,35 требуется определить расчетную норму доходности i. 

Решение. Сначала найдем значение пЕх = 0,35 - 0,046 = 0,304. Те
перь из равенства (2.3.3) получаем 

d = ( 1 -Ах:п~) 1 ax:nr = ( 1 -Ах:п1 ) / ( 1 + ax:iil - пЕх) = 0,043636. 

Равенство (2.3.4) можно представить в виде 

откуда следует рекуррентная формула для единовременной нетто

премии по авансовому аннуитету на срок п лет: 

t 

1 

1 
1 

1 

1 
! 
t 
~ 

f 
1 

i 
i 
f! . 
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J 

1 

1 
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Для случая аннуитета-пренумерандо справедлива рекуррент

ная формула 

ах:п1 = v РхО + ах+1 : п-11 ), 

вывод которой аналогичен предыдущему случаю: 
п п 

ax:nr = vpx + IV<. kPx= vpx + VPxLvk-I [x+l+k-I / lx+l = 
k=2 k=2 

п- 1 

=vpx+VPxLV
1 
lx+l+zf lx+I =vpx +vpxax+l:n-II· 

l= l 

Для вывода формул расчета единовременных нетто-премий по 
отсроченным на т лет аннуитетам будем предполагать, что возраст 

страхователя равен х, начиная с возрастах+ т он раз в год выпла

чивает (или, наоборот, получает) взносы единичной величины в те

чение п лет. Единовременная нетто-премия по этим взносам равна 

т+п-1 

т/пах= L vk· kPx· 
k=m 

Вывод данного соотношения получается просто, если предста

вить текущую стоимость, т.е. случайную величину У, этих взносов 

как разность У1 - У2, где случайные величины У1 и У2 являются соот
ветственно текущими стоимостями срочных взносов, выплачивае

мых в течение т + п и т лет соответственно. Кроме того, из равен
ства У1 = У+ У2 вытекает соотношение 

.. .. .. 
ax:m+nl = ax:ml + т/пах. 

При этом величину m/niix удобно представить в виде 
т+п-1 

т/пах = vm lx+m / lx 2: vk-m lx+m+k-m / lx+m = 
k=m 

Отсюда, в частности, следует, что 

Аналогично обозначениям для единовременных нетто-премий 
страховых выплат, в случае когда п = оо, нетто-премия по отсрочен-.. 
ному на т лет аннуитету выражается через т/а и равна 
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Пример. Доказать, что тlах + mlAx = тЕх. 
Решение. Складывая равенства 

тlАх = тЕх · Ах+т и d · mlax = d · тЕх · ax+m' 
получаем 

n- l 

Пример. Доказать равенство Ax:nl = dLvf<+I qx+kax+k:n-kl. 
k==O 

n-l 

Решение. Ах:п/ = 2.:vk+\,qx=v qx+ V РхАх+l:п-11 = 
k=O 

= v qx + v(l - qJ Ах+1:п-11 = v qx (1-Ах+1:п-11) + v Ах+1:п-11 = 

= d v qхах+1:п-11 + vАх+1:п-11 = 

= dv qxax+1:~ + v(dv qx+1 ах+2:п-21 + v Ах+2:п-21) = 

= d( v qхах+1:п-11 + v2qx+1 ах+2:п-21) + v2 Ах+2:п-2 1 = · · · = 
п-1 

-d"--k+l •• _ - L.J v· qx+k а x+k:n-k/ ' 
k==O 

поскольку величина А x+n:Of по определению равна нулю. 

(2.3. 7) 

Пример. Страховой договор предполагает в начале каждого 

года выплату пенсии в размере 60 ООО руб. начиная с 60 лет. Опре
делить единовременную нетто~ премию по этой пенсии для [ 54] в 
соответствии с табл. П.2. 

Решение. Единовременная нетто-премия по единичной годо

вой выплате из (2.3.7) равна 

6la(44] = 6Е[44] . ;;60 = D 60 / D(54] ( 1 -А6о) / d = 
=0,748257 (1-М60 / D60 ) / (О,04/ 1,04) = 

= 0,748257. 9,391561=7,027301, 

следовательно, при указанных данных искомая премия равна 

60 ООО· 7,027301=421638,1 (руб.). 

Пример. Страховой полис предполагает выплату [50] ежегод
ного аннуитета в конце каждого года в течение 1 О лет. Годовой раз-

'1 

1 
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мер аннуитета составляет 40 ООО руб . Чему равна единовременная 
нетто-премия по данному аннуитету согласно табл. П.2? 

Решение. Единовременная нетто-премия по годовой выплате 

единичной величины равна a[soJ:Iol· В соответствии с (2.3.6) эта ве
личина представима в виде 

a[SO] :lOl -1+10E[so] = ( 1-A[SO]:lOI) / d- 1 + lOE[SO] · 

Согласно табл. П.2 последнее выражение равно 

(1- (MrsoJ - М60 + D60) / D[so]) / (0,04 / 1,04)- 1 + D60 / DrsoJ = 9,341152. 

Пример. При заданных значениях ах= 13,4, ax+i = 13,28, Ах=О,3 
требуется найти величину Ax+i · 

Решение. Из равенства ax=vpx(l +ax+I) следует 

vpx= ах / (1+ax+l)=13,4 / 14,28 =0,938375. 

Из равенства (2.3.3) получаем 

d = 1 - V = ( 1 -Ах)/ (1 +ах)= (1- 0,3) / (1 + 13,4) = 0,0486. 

Отсюда v=(ax+Ax)l(l+ax)=0,9514, следовательно, Рх=О,9863, 
qx=0,013678. Поскольку Ax=vqx+vpxAx+l' то теперь 

Ах+ 1 = (Ах - vqx) / vp х = 0,305833. 

Рассмотрим случай аннуитета переменной величины. Пусть в 

начале первого года величина аннуитета равна 1, в начале второго 
года - 2 и т.д. Если такой взнос выплачивается строго ( т.е. без учета 
возможности смерти страхователя) п лет, то его современная стои-

мость обозначается как (Iа)п 1 и равна 
м-1 

(Iа)п, = :Lck+ 1). vk. 
k=O 

Эта величина называется текущей стоимостью п-годичного гаран

тированного аннуитета-пренумерандо. 

Для бессрочного аннуитета, который выплачивается, пока (х) 
жив, его современная, или текущая, стоимость равна, таким обра-

зом, (Ia)К(x)+il· Следовательно, единовременная нетто-премия обо
значается как (Ia)x и равна математическому ожиданию случайной 

величины (Ia)К(x)+ll' т.е. 
00 

(Ia)x=E(Ia)кcx)+1I = :LUa)k+11· klqx. 
k=O 
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Для получения более удобного представления (Ia)x последнее 
выражение для математического ожидания преобразуется с помо

щью замены порядка суммирования: 

ОС! ОС! k ОС! ОС! 

(Iii)x= "'LUa)k+11 · klqx= LLV + 1) vj klqx= LV + 1) vjLk1qx. 
k=O k=O j=O j=O k=j 

ОС! 

Поскольку вероятность jp х равна Lk 
1 
qx, то отсюда следует, что 

k=j 
ОС! 

( I а) х = L (j + 1) vj jp х . 
j=O 

Для получения соотношения, связывающего единовременную 

нетто-премию по аннуитету возрастающей величины и единовре

менную нетто-премию по страховой выплате переменной величи

ны, полезно равенство 

(Iа)п1 = (iiп1- п. vn) / d. 

Обоснование последнего соотношения очень просто: 

d(Iii)п 1 =(1-v)(1+2v+ ... + nv"-1
) = 

= 1+2v + 3v2 + ... + nvn-1 -v-2v2- ... - nvn = 

= 1 + v+ v2 + ... + vn-l _ nvn = iiп1- nvn. 
Отсюда 

(la)К(x)+II = (iiк(x)+1I -(К(х) + 1) vК<x)+l) / d. 

Взяв математическое ожидание от обеих частей последнего равен

ства, получим 

d (Iii)x + (IA)x= ах. (2.3.8) 

Кроме того, для текущей стоимости п-годичного аннуитета

пренумерандо возрастающей величины очевидно справедливо со-
отношение 

(Iii).z1 = (ii.z1-Zv2 )1 d, 

где Z = min(K(x) + 1, п). Отсюда получаем, что при всех натуральных 
п для единовременной нетто-премии поп-годичному аннуитету

пренумерандо возрастающей величины, которая обозначается как 
(Iii)п 1 , имеет место соотношение 

d (Iii)п1 + (IA)x:nl = iix:iif · (2.3.9) 

Для срочного аннуитета по определению математического 

ожидания 
11

_1 

E(Ia)z1 = (Iа)х:п1 = L/Ia)k+11 · k1qx -t (Iii);, · kPx· 
k=O 
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Для преобразования (Ia)x:nl рассмотрим величины 

1

(k+1),k<n, 
Pk= 

О, k?:. п. 
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Теперь срочный аннуитет будем рассматривать как бессрочный с 

годовой выплатой объема Р k· Тогда 
К(х) 

(Ia)z, = I pk. vk, 
k=O 

следовательно, 

оо k оо оо п-1 

(Iа)х:п1= LLP1·vJ. klqx= D1·V1Lk1qx= L<i+ 1) v11Px· 
k=O j=O } = О k=j j=O 

(2.3.10) 

Совершенно аналогично показывается, что ожидаемая совре

менная стоимость выплат по п-годичному аннуитету-постнуме

рандо равна 
п 

(Ia )x:nl = Lj vJ JPx· (2.3.11) 
j=l 

В случае возрастающего аннуитета-постнумерандо выплата ве

личины k производится в момент времени k, поэтому текущая стои
мость этих выплат составляет 

(Ia )п1=v+2v2 + 3v3 + ... + п vn. 

Для бессрочного аннуитета-постнумерандо его текущая стоимость 
равна 

(Ia)К(x)I =v+2v2+3v3 + ... +K(x)iJC(x)=(la)К(x)+il - iiкcx)+1I, 

следовательно, единовременные нетто-премии по бессрочным ан
нуитетам возрастающей величины связаны соотношением 

(Ia)x= (Ia )х +ах. 

Рассмотрим аналог последнего равенства для случая срочных 

аннуитетов. Исходя из (2.3.10), имеем 
п-1 

(] .. ) - "°'( · 1) J -1 2 3 2 n-l -а х:п1-~J+ v 1Рх- + vpx+ v 2Рх+".+пv п-1Рх-
j=о 

= ( 1 + V Р х + v2 2Р х + · · · + vn- l п-1Р J + ( V Р х + 2 v2 2Р х + · · · + ( n - 1) vn- l п-1Р х) · 

Отсюда следует соотношение для срочных аннуитетов возрастаю

щей величины 
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Пример. Выразить величину (Ia )x:nl через (Ia)x+l:n-iJ · 

Решение. Величина (Ia )x:nl исходя из (2.3.11) равна 

п . ( п l ) 
Ljvljpx=vpx 1 + L kvk-I {+k = 
j=l k=2 x+l 

= vpx 1 + L(k- I)vk-1 x+l+k-1 + I vk-1 k-lqx+l = 
( 

п l п ) 

k=2 lx+l k=2 

Следовательно, 

(Ia )х:п1 = v Px(l +(Ia) х+1:п-11 + ах+1:п-11)· 

Глава 2 

Рассмотрим коммутационные числа, необходимые для вычис

ления единовременных нетто-премий по аннуитетам. Наиболее 

простой случай - единовременные премии по бессрочным взно
сам постоянной величины: 

•• _ ~ k lx+k 
ax-~v -z-· 

k=O х 

Умножив обе части данного равенства на D х' получим 
00 00 

D •• - ~ x+kz - ~ D 
хах-~ V x+k-~ x+k· 

k=O k=O 

00 

Введем коммутационное число Nx = L D x+k· С помощью чисел 
Nx придем к выражению для ах: k=O 

ax=Nxl Dx. (2.3.12) 

Таким же образом рассматривается случай срочных взносов: 
п-1 оо оо 

D а.. _ ~vx+k l _ ~vx+k[ ~vx+k l _ 
х x:iif - ~ x+k-~ x+k-~ x+k-

k=O k=O k=n 

00 00 

= LD x+k - LD x+n+k-n = Nx - Nx+n· 
k=O k=n 

Отсюда получаем аналог равенства (2.3.12): 

•• Nx-Nx+n 
ax:iif = D 

х 

Для аннуитета-постнумерандо 
п п-1 

Dxax:nl = LVx+k lx+k= LVx+l+k lx+1+k=Nx+1 -Nx+I+n' 
k=1 k=O 
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откуда единовременная нетто-премия равна 

а __ Nx+i -Nx+i+п 
х:пl- D 

х 
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Пример. Требуется вычислить по табл. П.2 единовременную 

нетто-премию по авансовым взносам, которые [ 50] будет выплачи -
вать в течение 1 О лет. 

Решение. Искомая величина составляет 

•• - - N[SO] - N60 - ( 6 ) 
a[soJ:101 - D - 8,23 ру .. 

[50] 

Для аннуитетов возрастающей величины необходимо ввести 

еще коммутационные числа. Именно умножим на Dx равенство 
00 

(Ia)x= Iv + 1) vj jPx и получим 
j=O оо ro 

Dx(Iii)x= LV+ 1) vx+j lx+j= LV+ I)Dx+j· 
j=O j=O 

Последняя сумма преобразуется как 
<XJ 

LV + 1) Dx+j= (Dx + Dx+1 + Dx+2 + Dх+з +. · .) + 
}=О 

+ (Dx+1 +Dx+2 +Dx+3 + ... ) + (Dx+2 +Dx+3 + ... ) =Nx+Nx+I +Nx+2+ ... 

Ряд Nx+Nx+i +Nx+2+ ... обозначается как Sx, через коммутационные 

числа Sx выражается единовременная нетто-премия (Ia)x: 

(Ia)x= Sxl Dx. 

Для более сложного случая срочного взноса возрастающей ве

личины равенство 

п-1 

(Ia)x:nl = LV + 1) vj jPx' 
j=O 

как и в предыдущем случае, умножается на D х: 
п-1 п-1 

Dx(Ia)x:nl = Iv+ 1) vx+j lx+j= Iv+ 1)Dx+j= 
j=O j=O 

00 00 00 

= LV+ l)Dx+j- LV+ l)Dx+j=Sx-LV- п+ 1 + n)Dx+n+j= 
j=O j=n j=n 

00 00 

= sx -Iи + 1) Dx+n+j- п IDx+n+j = sx -Sx+n - nNx+n' 
j=O j=O 
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Следовательно, величина (1 а) x:nl выражается через коммутацион -
ные числа: 

Пример. Выразить единовременную нетто-премию (Ia)x:nl че
рез коммутационные числа. 

Решение. Равенство (2.3.11) умножим на Dx, тогда 
п п п-1 

Dx(Ia )x:nl = Lj vl lx+j= LjDx+l+j-1 = L(k+ l)Dx+I+k· 
}=1 }=1 k=O 

Повторяя дословно рассуждения для выражения единовременной 

нетто-премии по аннуитету-пренумерандо с заменой хнах+ 1, от
сюда получим 

(L ) _ = Sx+I -Sx+п+i - пNх+п 
а х:пl D · 

х 

Пример. Выразить коммутационное число Rx через Sx и Nx. 
Решение. Воспользуемся равенством (2.3.8): 

d(I .. ) (IA) d sx Rx Nx .. 
а х + х = D + D = D = ах, 

откуда Rx = Nx - d Sx. 
х х х 

2.4. Кратные и непрерывные аннуитеты 

Рассмотрим аннуитеты, в которых выплаты производятся 

т раз в год, где т > 1. Величина каждой выплаты при этом равна ~, 
поэтому годовой объем выплат равен единице. Типичными приме

рами кратного аннуитета являются ежемесячная плата за квартиру, 

здесь т = 12, или производимая два раза в месяц оплата труда, здесь 
уже т = 24. Выплаты аннуитета на k + 1-м году осуществляются в 
моменты времени 

1 т-1 k, k+-, ... , k+--
m т 

для аннуитета-пренумерандо (авансового аннуитета, взноса) и со-
1 2 

ответственно в моменты k+-, k+-,.", k+ 1 для случая постнуме
т т 

рандо (задолженного аннуитета). Для каждой пары пи s неотрица-
тельных целых чисел текущая цена гарантированного аннуитета

s 
пренумерандо, выплачиваемого в течение срока ·п + т' обозначается 

через а~п;.~/т и в случае п ~ 1 равна 

f 
1 
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1 п-1 т-1 l s-1 

(;iS!!!l._ = - ~ ~ vk+j/m + - ~ vn+jlm = 
n+s/m т~~ т~ 

k=O J=O j=O 

- _!_ ~ J< (1- V) vn 1 - ,;lm -

- т ~ 1 - vllm + т 1 - vl lm -
k=O 

1 1 -v 1 - vn vn 1 - ,;1т 1 1 - vn+s/m 

= т 1 - vllm 1 - v + т 1 - vllm = т 1 - vllm . 

Для случая п =О эта величина составляет 

1 s-1 1 1 • .s/m 
••(т) __ ~ ,j/m__ - v 
а s/m/ - ~ v - -1--=--11,---т. 

т . о т -v 
1= 

Следовательно, для бессрочного аннуитета-пренумерандо с 
выплатами т раз в год выплачиваемая (х) текущая стоимость, опре

деляемая через текущую стоимость гарантированного аннуитета, 

равна 

1 1-уК(х)+Sт 
"(т) 

а K(x)+S,,,I = m 1-vllm • 
(2.4.1) 

Здесь, как и ранее, случайная величина К(х) = [ Т(х)] - целая часть 

Т(х), а 

Sm= [т(Т(х)-К(х))] + 1 Е (_!_, 3-,".,~= i). 
т т т т 

Для каждого j=l,2" . . ,m справедливо: если Т(х)-К(х) Е [j~1, ~), 
то т(Т(х)-К(х)) Е U-1,j), следовательно, [m(T(x)-K(x))]+1=j. Таким 

образом, случайная величина Sm принимает значение L ,j = 1, 2, 3, . .. , т, 
т 

в том и только в том случае, если дробная часть S(x) случайной 

величины Т(х), равная разности T(x)-S(x), удовлетворяет уело-

[ 
. 1 . 

вию Т(х)-К(х) Е }~ , ~). Произведение m(l-v11m), называемое 
т-кратным дисконтом годовой нормы доходности i, обозначается 

как d(m). В таких обозначениях случайная величина составляет 

••(m) a--
K(x)+s"' 1 

1-v-К'(x)+Sm 

d(т) 

Единовременная нетто-премия по данному аннуитету обозна

чается через а~т) и равна 

1 Е( . .К(х)+Sт) 
(j(m) = Е(а(т) ) = _-_v_- _ 
х K(x)+S.,.I d(m) • 
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Поскольку случайная величина vК(x)+sm является текущей стои -
мостью выплат бессрочного страхования жизни с моментами вы -
плат в конце т-й части года, то единовременная нетто-премия по 

аннуитету выражается как 

1 А(т) 
••(т) __ -_ _ 
ах - d(m) . 

Последнее выражение можно переписать в виде 

d(m) а<;> + А<;1) = 1. (2.4.2) 

Для срочных аннуитетов предположим, что выплаты произво

дятся в начале каждой т-й части года в течение п лет, где п - на

туральное число. Современная стоимость аннуитета представляет 

собой случайную величину 

iiк(x)+Sml, К(х) < n, 
у<т)= 

а111 , К(х) ~ п. 

Поскольку случайная величина у<т) из (2.4.1) представима как 

у<т)= = 
1 - vmin(n, К(х)+Sт) ! ( 1 - vК(x)+Sm) / d(m>, К(х) < п, 

d(m) (1-vn) / d, К(х) ~ п, 

то единовременная нетто-премия по аннуитету-пренумерандо, вы

плачиваемому в течение п лет т раз в год, обозначаемая через а~7~1 , 
1-ACmJ . 

равна Е у<т) = d(т~:п1. Из (2.3.3) следует аналог равенства (2.4.2) для 

срочных аннуитетов: 

d(m) {i(m] +А (т] = 1 
x:nl x:nl • 

Как и для случая т = 1, несложно показать, что 

"(m) - 1 ~ ~1 k+j_ 
ax,i1i - -L..J L..J v т . J Рх· 

m k-O · -о k+-- ]- т 

(2.4.3) 

Для аннуитета-постумерандо, выплачиваемого т раз в год в 

течение п лет, единовременная нетто-премия равна 

1 п-1 т k+j_ 
a<ml=-LLV т. ·Р 

x:nl т k+j__ х • 
k=Oj=l т 

.. ····r; 

1 
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Следовательно, единовременные нетто-премии по срочным крат

ным аннуитетам связаны равенством 

••(т) (m) - 1 (1 Е ) 
а x:nj - а x:nl - т - п х . (2.4.4) 

Равенство (2.4.3) дает возможность получить выражение для 

a~J, через ax:ii1· Для этого следует приравнять левые части равен
ства (2.3.3) и (2.4.3) для произвольного т, откуда при равномер
ном распределении смертей внутри каждого целочисленного ин -
тер вала 

••(т) _ __!!:__ •• Ax:nl -А~~*' _ _!!:_.. A~:nl -А~~~) -
а x:nl - d(m) ax:iil + d(m) - d(m) ax:iil + d(m) -

- d (1 + i(m)_ i ) •• i(m) - i ( _ 
- d(m) iCm) ах:п1 - i(m)J(m) 1-пЕ)-

поскольку гипотеза равномерного распределения смертей дает 

A l(m)_ i Al 3 фф 
x :n\ - i(т) x:n\ • десь коэ ициенты равны 

d ( ·(т) • ) • ·(m) 
а(т) = d(m) 1 + l i(m~ l ) р(т) = i~;,)~(m). 

Их можно вычислять непосредственно, но при малых значениях 

нормы доходности i, а значит, и силы процента 8 можно воспользо
ваться их приближениями, которые получаются из следующих пре
образований. Из определения силы процента находим 

i(m)=m((l+i) 11m-l)=Oe - =О 1+--+о - . . б/т 1 ( 1 О ( О )) 
о/т 2 т т 

Отсюда, в частности, вытекает, что с ростом т значение i(m) убыва
ет. Поэтому о< i<т) < i(l) = i. Далее, 

d(m) = т (1-v 11m) = 
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_ 1-е-Ыт =Бl-(1-8/т+О,5(8/т)2 +о(Б!т)2) = 

1/т 8/т 

= 0(1- ~~+о(~)), 
откуда следует, что j(m) -d(m) ~ ~ +о(~} О и с ростом т значение 
d(m) возрастает. Кроме того, i(т) и d(m) связаны соотношениями 

i(l) = i > i(m) > б > а<т) > d(l) = d, 

в(1-2. 8 
+ o(8)J 

d 21 
d(m) = ( l Б ( Ь )J = 1-0,58+0(8), 

8 1---+о -
2т т 

1 
i(m) - i i 1+-8+0(8) 1 ( 1 J 

i(m) = 1- i(т) = 1- 1 ~ ( 8 J = - 2 8 1- т + 0(8)' 
1+--+о -
2т т 

а(т) = (1-0,58+0(8))(1- ~ 8+0(8))=1-8 + 0(8), 

.!.в(1-2-) + о(о) 
2 т 1( 1) 

~(т)= o(l- ~~+о(~)) =11- т +o(l). 
Отсюда вытекает, что величины ii~~Ji при малых Б хорошо аппрок
симируются формулой 

··<т) _·· 1(( )/ )( Е) ax:i1j -ax:iij -2 т-1 т 1-п х. (2.4.5) 

Равенство (2.4.5) при п = оо, т.е. для случая пожизненных аннуитетов

пренумерандо, принимает вид 

(2.4.6) 

Пример. Требуется вычислить а 1;~i' исходя из данных табл. 
П.4. 

Решение. Из (2.4.6) получаем 

r 
! 
! 
1 
1 
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(12) - ••(12) т - l 1 - "(12) т + 1 - N[SO] т + 1 -
а [5oJ - а [5oJ - 2т - т - а [soJ 2т -v---2т 

(50] 

= 73 544,823 / 4581,3224-13/24=16,053-0,5417=15,5113. 

Пример. Годовой размер взноса, выплачиваемый [ 50] в тече
ние 1 О лет, составляет 360 ООО руб., взносы выплачиваются в начале 
каждого квартала. Чему равна стоимость этого аннуитета согласно 

табл. П.4? Как изменится стоимость данного аннуитета, если весь 
его годовой объем не разбивать на кварталы, а выплачивать в на

чале каждого года? 

Решение. Из (2.4.5) искомая стоимость аннуитета равна 

36 "(12) - ("" ( ))-0 ООО ·a[soJ:ioi - 360000 · a[soJ:io1-0,375 l -D60 / D[soJ -

= 360 ООО· ( ( (N[soJ - N60) / D[soJ) -0,375(1- 2855,5942 / 4581,3224)) = 

= 360000 ((73 544,823-35 841,261) / 4581,3224-

- 0,375 (1- 2855,5942 / 4581,3224)) = 2 911890,47 (руб.). 

Если аннуитет не распределять по кварталам, то стоимость 

взноса составит 

360 ооо ·a[so]:IOI = 2 962 743 (руб.), 

что превосходит первую величину на 1,75%. 

Пример. Вычислить a~1~fu.1 , исходя из табл. П.4. 

Решение. Равенства (2.4.4), (2.4.5) дают 

02> _ ··(12> 1 ( Е ) _ ·· ( Е ) _ або:101- або:101- 12 1 - io 60 - або:101- 1- io 60 -

= Nбo-N70 _J_(l- D?o)= 
Dбо 12 Dбо 

= (35 841,261-13 587,893) / 2855,5942-

- (1- 1516,9972/2855,5942)/12 = 7,75384. 

При увеличении частоты аннуитета, т.е. значения т, удобно 
считать такой аннуитет непрерывным. Это означает, что рассма

тривается непрерывный денежный поток единичной интенсив

ности. Следовательно, за интервал времени длиной t получателю 
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поступает t денежных единиц, современная стоимость этих денег с 
учетом дисконтирования равна 

t t - f d I-v ат1= v s= 8 . 
о 

Если непрерывный аннуитет рассматривать как непрерывно 

вносимый страхователем взнос единичной величины, то для пожиз

ненно вносимого взноса его современная стоимость составляет 

- I -vT(x) 

у= а T(x) I = () ' 

где х - возраст страхователя на момент начала внесения взноса. 

Случайная величина У, таким образом, удовлетворяет равенству 

1 =Z+8Y, 

где Z - современная стоимость выплат для бессрочного страхо

вания жизни с незамедлительной выплатой по страховому случаю. 

Беря математическое ожидание от обеих частей последнего равен

ства, получаем соотношение 

1 =Ах+8ах. 

Здесь ах - единовременная нетто-премия по данному аннуитету. 

Для аннуитета, выплачиваемого в течение п лет, его современная 

стоимость будет определяться через случайную величину 

у= а Т(х)I' Т(х) < п, 
а111 , Т(х)?:. п. 

Ожидаемая современная стоимость, т.е. единовременная нетто

премия по такому аннуитету, определяемая как математическое 

ожидание случайной величины У, обозначается через ax:nl и удов
летворяет равенству 

Последнее равенство позволяет вычислять единовременные нетто

премии по аннуитетам через соответствующие премии страховых 

полисов, и наоборот. 

Пример. Требуется определить стоимость годового аннуитета, 

поступающего в размере 2000 руб. в начале каждой половины ме-

''.f .. ' ·, 

1 
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сяца. В настоящее время возраст получателя 58 лет, расчетная нор
ма доходности 4%. Вычисления проводить на основе селективной 

табл. П.4. Предполагая равномерное распределение смертей на 
каждом целочисленном интервале, сравнить полученное значе

ние с приближенно вычисленным значением как непрерывного 

аннуитета. 

Решение. Стоимость данного аннуитета равна 

··(24) _ (·· 23 ( Drso]+1 )1\ _ 2000а rsoHI - 2000 а rso]:II - 48 1 - DrsoJ ) -

= 2000 ( ( 41967,525- 38 855,540) / 3131,985 -

-23(1-2994,278 / 3131,985) / 48) = 1945,093. 

Если вычислять приближенное значение этой стоимости как еди -
нов ременную нетто-премию по непрерывному аннуитету, то оно 

будет равно 

1 -A[ss]:II 1 -+ A[~sHI -A[ss]fl 
----= = 

б о 

= (i - 0,04 Mrss1-Mrss]+1 DrssJ+i)/inI,04 = 
lnl,04 D[ssJ D[ssJ 

= 2000 (1-1,01987 (1517,85-1500,605) / 3131,99-

-2994,28 / 3131,99) / 0,039=1955,71. 

Полученные значения показывают, что при вычислении стоимости 

кратного аннуитета при больших частотах выплат относительная 

погрешность вычислений будет мала. В данном примере она соста

вила 0,055%. 

Единовременную нетто-премию по непрерывному аннуитету 

можно вычислять и непосредственно через коммутационные чис

ла. Для этого их выражения следует преобразовать. Например, для 

бессрочного аннуитета его единовременная нетто-премия ах равна 
А 

limл-700 J a-лdFт(x)(t), при этом для всех А> О интегрирование по час
о 

тям дает 
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А А 

f a-лdFт(x)(t) = - f a-лd0 -Fт(x)(t)) = -at1 (1-Fт(x/t) )/~+ 
о о 

А А 

+ J vt(l-Fт(x)(t))dt= J vttPxdt-iiJп0-Fт(x)(A)). 
о о 

Здесь было использовано равенство Jt а-п = vt. Кроме того, 
00 00 

ах,0-Fт(х)(А))= f iix1 fт(x)(t)dt~ J a-flfТ(x)(t)dt. 
А А 

Поэтому при условии существования конечного математического 
00 

ОЖИДаНИЯ случаЙНОЙ ВеЛИЧИНЫ aT(x)I' Т.е. ах= f atifт(x)(t)dt, ВеЛИЧИНа 
о 

ал(1-Fт<х)(А)) стремится к нулю при увеличении А. Следовательно, 

при стремлении А к бесконечности получается равенство 
СХ) 

ах= f vt tPxdt. 
о 

Для случая срочного аннуитета аналогично имеем равенство 
п - -f t d ах:п1- v tPx t. (2.4.7) 
о 

Умножая равенство для ах на коммутационное число D х' получаем 

1 

00 

D х ах= f vхн lx+tdt. 
о 

Величина f vx+t lx+tdt обозначается через D х· Коммутационное число 
о 

Dx применяется для выражения актуарных характеристик в случае 
непрерывных аннуитетов. С его помощью определяется коммута-

оо 

ционное число Nx = L D x+k· Число Nx можно представить в виде 
k=O 

СХ) 00 

Nx = f vx+t lxнdt = f D x+kdt. 
о о 

Тогда ах выражается через коммутационные числа: 

ax=Nx/Dx. 

' 
1 
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Вследствие равенства 
п 

f Dx+tdt=Nx-Nx+n 
о 

85 

для срочного непрерывного аннуитета справедливо представле

ние 

Пример. Исходя из табл. П.1, найти значение а25: 141 • 

- Nzs-Nз9 
Решение. Величина а 25:141 = ----

Dzs 

= (742 891-358 731) / 35919=10,69518. 

Пример. Доказать соотношение ах= ax:nl + пЕх · ах+п· 
Решение. Из равенства 

00 nz 00 l 

f vt р dt= v х+п f t-п х+пн-п dt= Е . -
t х l v l п х ах+п 

п х п х+п 

п 00 

следует ах= f vttPxdt+ f vttPxdt=ax:пi+пEx·ax+п' что и требовалось до-
казать. о п 

Пример. Определить величину ax:nl' если на интервале (х, х+ п) 
сила смертности постоянна и равна µ, а сила процента равна 8. 

Решение. При данных условиях vt=e-8t, а tPx=e-µt, поэтому 

- п п 1 
а .- = J vt eµtdt= J e-<8+µ)dt= -- (1- е-<8+µ)п). 

x.nl 8+µ 
о о 

Пример. Найти выражение для дисперсии случайной величи

ны текущей стоимости бессрочного непрерывного аннуитета. 

Решение. Для второго момента случайной величины У спра

ведливо 

оо - оо (l-vt)2 оо 1-2vt+v2t 
Е[У2] = J (aт1 ) 2dFT(x)(t) = f 02 dFT(x)(t) = f {.)2 dFт(x)(t) = 

о о о 
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Здесь верхний индекс «2» в символе 2ах означает, ЧТО ах вычисля
ется при удвоенной силе процента 28 по той же формуле, что и ах. 

Дифференциал функции распределения случайной величины Т(х), 

а именно dFтcx/t), равен tPx µx+tdt. Таким образом, искомая диспер
сия составляет 

Пример. Исходя из табл. П.1, вычислить значениеА40=251 • 

Решение. Сначала найдем а 40:251 : 

- N4o-Nбs ) 
а 40:251 = D =(338786-47723,0 /19535=14,89956. 

40 

ТеперьА40:251 =1-14,89956 lnl,04 = 0,584372. 



Глава 3. 

РЕГУЛЯРНЫЕ ПРЕМИИ 

Единовременные нетто-премии определялись как среднее зна

чение текущих страховых выплат. Тем самым подразумевалось, что 

если отвлечься от рисковой надбавки, от расходов на ведение дела, 

уплаты налогов и т.д., то страхователь в обмен на будущее стра

ховое вознаграждение должен внести указанную премию. Таким 

образом, при определении единовременной нетто-премии мы ис
ходили из равенства средних текущих обязательств страхователя 
и страховщика. Вместо внесения единовременной премии страхо

ватель может выплачивать регулярные премии определенной ве

личины. При этом размер каждой регулярной премии, так же как 

и в случае единовременной нетто-премии, определяется исходя из 

принципа эквивалентности, который состоит в том, что ожидаемая 

современная стоимость страховых выплат должна совпадать сана

логичной стоимостью страховых премий. Это означает, что средняя 

стоимость страховых выплат на момент заключения страхового 

договора должна совпадать со средней стоимостью премий на тот 

же момент времени. Для дальнейшего полезно ввести понятие слу

чайной величины убытка как разности между текущей стоимостью 

страховых выплат и текущей стоимостью премий и выражать эту 

случайную величину через L. Например, для рассмотренных ранее 
разовых премий в случае пожизненного страхования с единичной 

выплатой в момент смерти 

L = vT(x) - Ах. 

При этом Ах определяется нами из условия 

E(L) =0. 

Аналогично обстоит дело с другими рассмотренными выше 
видами страхования. В общем виде случайная величина убытка 
определяется как разность 

L=Z-Y, 

где Z - текущая стоимость страховых выплат, а У -текущая стои -
масть премий. 
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3.1. Регулярные нетто-премии 
Рассмотрим сначала случай, когда условие баланса учитывает 

только страховые выплаты, обозначенные в договоре страхования. 
Данное предположение, безусловно, является идеализацией про

цесса назначения премий, но при этом будут получены факты, не

обходимые для дальнейшей работы с учетом дополнительных рас
ходов компании. Для регулярных премий вид случайной величины 

текущей стоимости премий имеет вид 
00 

У= :Lvknk. 
k=O 

Здесь nk- величина премии в начале k+ 1-ro года действия стра
хового полиса, т.е. для возраста страхователя, равного х + k. Если 
речь идет о регулярных нетто-премиях постоянной величины, т.е. 

в случае nk = п, принцип обозначения регулярных премий такой же, 
как и для единовременных. Например, для смешанного страхова

ния на срок п лет, когда регулярная премия вносится в начале каж

дого года, она обозначается как Px:ni· Здесь правый нижний индекс 

указывает на вид страхования. 

Если премия вносится не раз в год, а в начале каждой т-й части 

года, то появляется верхний правый индекс (т): Р;~. Кроме того, 
если регулярные премии вносятся не в течение всего срока страхо

вания, а в течение h лет, то для указания этого условия появляется 
левый верхний индекс: hp;~Ji. Вид страхования бывает удобно ука
зывать не в нижнем индексе, а в скобках. Например, для регулярной 

нетто-премии по страхованию аннуитета, выплачиваемого начиная 

с возраста х + п ежегодно в течение k лет при условии выплаты дан
ной премии в течение h лет в начале каждого года, обозначение для 
регулярной премии будет hP( 111ka). При этом, естественно, должно 
быть h s п. Полезно отметить, что в данном случае условие баланса 
для этой премии имеет вид 

.. hp( " ) " 
n\kax= n\kax . ax:hl' 

Кроме того, случайная величина текущей стоимости страховых 
выплат равна 

О, К(х) =О, 1, ... , п-1, 

Z= nEx·aK(x+n)+ll' K(x)=n,n+I, ... , n+k-1, 

rPx · akl, К(х) 2: п +k. 

,1:nJ 
;·,~: . 
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В то же время случайная величина текущей стоимости премий со

ставляет 

Следовательно, случайная величина текущего убытка равна 

h ( "") •• ( )- h - р nlk ах . а K(x)+II' к х - О, 1, ... , -1, 

L=Z- У= 
_hPC1kii) ·ahl' K(x)=h,h+l,"., п-1, 

Е .. h ( "") •• () k п х·ак(х+п)+II- pnlkax ·ahl'Kx =n,n+l,.",n+ -1, 
.. hp( .. ) .. ( ) k пEx·ari- пlkax ·ahl'K х ~п+. 

Условие баланса можно выписать более подробно: 

Е .. _h ( •• ) •• 
п х. ax+n:kl - р nlkax . ax:hl" 

Далее, для страхования дожития до возраста х + п лет условие 
баланса имеет вид 

1 _hp 1 •• 
Ax:rii - x:rii • ax:"h1· 

Здесь, как и в предыдущем случае, величина h - период уплаты 

премий, при этом, естественно, h ~ п. Случайная величина убытка 
для страхования дожития в таком случае составляет 

h 1 •• ( )- h - Px:ni ·aК(x)+ll' К Х - О, 1"." -1, 

L= _hpx:fu ·a"hpK(x)=h,h+l"." п-1, 

пhр1 ··К() v - x:i1i ·ahl' х 2п. 

В частности, при h = п случайная величина убытка будет равна 

{

-Px:fu. aK(x+n)+ll' К(х) =о, 1,. ", п-1, 
L= 

vп -Px:ft-i · а--;;1 , К(х) ~ п. 

При этом регулярная годовая премия находится из равенства 

А 1 - 1 •• 
x:1ii - px:ni. ax:nl' 
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Для страхования жизни на срок п лет в том случае, когда пери

од уплаты премий совпадает со сроком действия полиса, уравнение 

баланса имеет вид 

при этом случайная величина убытка определяется как 

Регулярная нетто-премия по смешанному страхованию равна 

сумме регулярных премий по страхованию жизни и страхованию 

дожития: 

Необходимо заметить, что регулярные премии вносятся, как 
правило, в начале каждого года (или т-й части года). Кроме того, 

приведенные рассуждения справедливы для единичной страховой 

выплаты. В противном случае значение регулярной премии умно

жается на величину соответствующей страховой суммы. 

Из приведенных случаев видно, что общий принцип обозна
чений для регулярных нетто-премий состоит в том, что верхний 

левый индекс у символа «Р» служит для указания длины периода 

внесения взносов страхователем, а правые индексы - для описания 

страховой выплаты. 

Пример. [55] заключил договор на страхование дожития на 
срок 1 О лет со страховой суммой 100 ООО руб. Ежегодные премии 
выплачиваются в начале каждого года в течение 5 лет. В соответ
ствии с табл. П.3, П.4 требуется вычислить значение годовой нетто
премии. 

Решение. Единовременная нетто-премия в данном случае равна 

100000·Ass:~=100000 ·D65 / D[ss] = 

= 100 ООО· ( 3638,33/2144,17) = 58932,83. 

Ожидаемая современная стоимость взносов составляет 

s i •• _ s i N[ss] - Nбо s i 
PtssJ:s1 · atss1:s1- Prss1:s1 · = P[ssJ:s1 · 7,753167. 

Diss] 

1 
1 
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Отсюда годовая нетто-премия равна 

Sp[55]:tl = 58 932,83 f 7,753167 = 7601,130 (руб . ). 

Пример. (52) заключил договор страхования жизни на срок 
8 лет. Страховая сумма, равная 50 ООО руб., выплачивается незамед

лительно, премии выплачиваются в начале каждого года в течение 

всего срока страхования. Чему равна годовая нетто-премия в соот

ветствии с табл. П.3 и П. 7? 

Решение. Ожидаемая современная стоимость выплат состав

ляет 

· ·м м · 
50 ООО _!__А 1 - = 50 ООО_!__ f 52

J -
60 

- _!__ • 2943 869 = 
Б 52:s1 Б D 8 ' 

[52) 

= 3002,361 (руб.). 

Ожидаемая современная стоимость премий равна 

- i ·• - i Ns2 - Nбо - i 
Р 52:81 • a52:s1 = Р 52:81 • D = Р 52:81 • 6,828801. 

52 

Из условия баланса, которое в данном примере имеет вид 

о А 1 zA1 р1 •• 50 00 52:81 = 50 ООО 8 52:81 = 52:81 • as2:81' 

получаем значение годовой нетто-премии: 

р 512:81=3002,36 / 6,83 = 439,584 (руб.). 

Пример. [50] заключил договор смешанного страхования на 
срок 12 лет со страховой суммой 200000 руб" выплачиваемой в 
конце года. Страховые премии вносятся в начале каждого квартала 

в течение 12 лет. Вычислить величину квартальной нетто-премии 
на основе табл. П.3, П.4. Как изменится величина этой премии, 

если страховую сумму по случаю смерти выплачивать незамедли

тельно? 

Решение. Сначала из табл. П.3, П.4 найдем величину al5oJ :izi: 

•• N[SO]-N62 
а[5ОJ:Т21 = D - 8,24. 

[50] 
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Затем в соответствии с (2.4.5) получаем 

""(4) - •• 3 ( D62 )-s 077 a[soJ:ПI -a[soJ:121 - 8 1 - D - , · 
[50] 

Поскольку таблицы П.3 и П.4 вычислены при значении нормы до

ходности i = 0,04, то 

л[so]:UI = i - aa[so]:l2, = i - 1 ~ i в,24 = о,бsз. 

Годовое значение нетто-премии равно 

Р[~61 . 121 =200 000О,бS3 =16 912,22 (руб.). 
. 8,077 

Следовательно, величина квартального взноса составляет 

4227,97 руб. 
Если страховую сумму по смерти выплачивать незамедлитель

но, то уравнение баланса примет вид 

- - -(4) •• 
A[soJ:121 - Р [soJ :121 · а[sо1л1· 

В силу незамедлительности выплат по случаю смерти здесь появи

лась черта над символами единовременной нетто-премии ~ пре

мии. Поскольку величина A[soJ:izi уже вычислена, то значение A[soJ:izl 

будем определять так: 

Теперь годовое значение нетто-премии равно 

P f~6J:izi = 200 ООО· 0,685451/8,07698) = 16 972,95 (руб.). 

Это соответствует объему квартальной нетто-премии 4243,235 руб. 
Таким образом, увеличение квартальной нетто-премии составило 

менее 15,3 руб., т.е. относительное увеличение квартального взноса 
составляет всего 0,36%. Столь незначительная разница между пре
миями объясняется малой расчетной нормой доходности и низкой 

интенсивностью смертности на интервале от 50 до 62 лет. 

Пример. (55) заключил договор страхования пожизненной пен
сии, которая выплачивается в начале каждого года начиная с 60 лет. 
Размер годовой пенсии составляет 48 ООО руб. Годовые премии упла
чиваются в начале каждого года в течение 5 лет. Требуется опре-

~ · 

1 

i 
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делить величину годовой нетто-премии на основе табл. П.3, П.4. Как 

изменится ее величина, если пенсию выплачивать в начале каждого 

месяца и если, кроме того, использовать не окончательную таблицу 
смертности, а отборочную? 

Решение. Единовременная нетто-премия по аннуитету состав

ляет 

48 000 D 60 а60 = 48 ООО D 60 N60 = 48 ООО N60 = 
Dss Dss Dбо Dбо 

= 48 ООО· 35 841,261/3664,57 = 469 463,137 (руб.). 

Единовременная нетто-премия по взносам равна 

Условие баланса 

P(s1iiss)iiss:Sj = 48 ООО Dбо або 
Dss 

дает значение годовой нетто-премии: 

Р(51а55) = 103 254,9 (руб.). 

Если пенсия выплачивается не раз в год, а ежемесячно, то 

единовременная нетто-премия этой пенсии составляет 

48 ООО Dбо (або-11/24) = 447 463,33 (руб.). 
Dss 

Тогда годовая нетто-премия будет равна 

ро2>( 51 а55) = 447463,3314,546 = 98 4зо,12 (руб.). 

Как нетрудно видеть, уменьшение годовой премии составило 

4838,73 руб., т.е. при увеличении кратности аннуитета годовая пре
мия уменьшилась на 4,7%. 

При использовании отборочной таблицы смертности фактиче

ски договор будет заключаться с [55]. В таком случае единовремен
ная нетто-премия По аннуитету будет равна 

48000 D60 а =48000 D60 N60 =48000 N60 = 
60 

D[SS] D(SS] D 60 D[SS] 

=48 ООО· 35 841,261/3638,33 =472 848,95 (руб.), 

а единовременная нетто-премия по взносам -
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р( ·· ) ·· _ -Р( ·· ) Nrss1 - Nбо -Р( .. ) 4 г7 ( 6 ) sja[ssJ a[ss]:s1- sja[ssJ sja[ssJ · ,=> РУ · · 
D[SS] 

Теперь размер годовой нетто-премии составит 

Р(51 а[551 ) = 472845,414,57 = 103 467,27 (руб.). 

Таким образом, использование таблицы смертности с умень

шенными показателями смертности в первые два года действия по

лиса увеличило годовой размер нетто-премии на 5070,1 руб., т.е. на 
5% по сравнению с предыдущим уровнем годового взноса. 

3.2. Регулярные брутто-премии 

Как указывалось ранее, величина нетто-премий определяется 

условием страхового договора и обеспечивает выплаты по страхо

вому случаю. Условие баланса, которое определяет нетто-премии, 

не учитывает дополнительных издержек, необходимых для работы 
страховой компании, в частности расходов по ведению дела кон

кретного страхового полиса. В число издержек включают началь

ные комиссионные выплаты, налоги, аренду помещений, зарплату 

сотрудникам, расходы по закрытию полиса и т.д. Для целей акту

арной математики природа издержек не играет роли, важна лишь 

величина этих издержек в процессе развития страхового договора. 

Поэтому с издержками удобно работать точно так же, как со стра

ховыми выплатами: рассматривая случайную величину текущей 

стоимости издержек, складывать ее с текущей стоимостью страхо

вых выплат и получать таким образом случайную величину убытка 

с учетом этих издержек. Далее ожидаемая современная стоимость 

издержек в сумме с ожидаемой современной стоимостью страхо

вых выплат должна приравниваться к ожидаемой современной 

стоимости премий. Из полученного равенства определяется вели

чина брутто-премии, которая учитывает все выплаты страховщика, 
связанные с данным полисом. 

Пример. Для погашения образовательного кредита (18) пла
нирует заключить договор страхования дожития на срок 3 года со 
страховой суммой 200000 руб. Премии по договору вносятся в на
чале каждого года в течение трех лет. Издержки составляют 20% от 
первой премии и 5% от каждой из последующих. Чему равна величи
на годового взноса, если пользоваться табл. П.1 и принять расчетную 

норму доходности 0,06? Имеет ли смысл заключать такой договор? 
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Решение. В данных предположениях величины 

v = 1 ! 1,06=0,943396, р18 =119 !118 = 0,99888. 

Ожидаемая современная стоимость страховых выплат равна 

200000~:~ =200000v3 3р1 8 = 200000·0,836696=167 339,3 (руб.). 

Ожидаемая современная стоимость издержек составляет 

0,15G + 0,05G al8:3j = G(0,15 + 0,05 а18 : 3]) = 

= G(0,15 + 0,05 (1 + v P1s + v2 2P1s) = 

= G (О,15 + 0,05 · 2,8303) = 0,2915G. 

Ожидаемая современная стоимость премий выражается через G 
как 

G(l + v р18 + v2 2р18) = 2,8303G. 

Условие баланса для определения годовой брутто-премии имеет 
вид 

167 339,3 + 0,2915G = 2,8303G. 

Из этого условия получаем брутто-премию 

G = 167 339,3 ! (2,8303 - 0,2915) = 65 913,15 (руб. ). 

В данных предположениях величина премии оказалась 

слишком большой для того, чтобы сделать договор привлекатель

ным. Если не принимать во внимание низкий уровень смертности 

на возрастном интервале от 18 лет до 21 года, то текущая стои
мость будущих 200 ООО руб. равна 200 ООО v3 = 167 923,9 руб., а те
кущая стоимость взносов больше этой величины: она составляет 
65 913,15(1+v+v2)=186 757,8 руб. Основная причина непривле
кательности данного договора состоит в его малом, т.е. три года, 

сроке действия, в течение которого эффект инвестиций и смерт

ности не успевает проявиться. 

В рассмотренном примере следует обратить внимание на то, 
что величина 20% от первой премии при вычислении текущей стои
мости издержек разбивается на сумму 15 и 5% от нее для удобства 
вычисления величины авансового аннуитета величины G. 

Пример. [50] заключает договор, согласно которому по дости
жении возраста 60 лет он будет получать пенсию в начале каждого 
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года. Размер первой годовой пенсии составляет 150 ООО руб., на
чальные издержки по договору составляют 40% от единовремен -
ной премии. Текущие издержки на начало каждого года действия 

полиса составляют 1200 руб. плюс 3% от каждой годовой пенсии в 
момент выплаты. Чему равна единовременная премия по данному 

договору согласно табл. П.3, П.4? 

Решение. Ожидаемая современная стоимость страховых вы -
плат равна 

150000· 10E[SO]. або= 150000 Dбо N60 = 
DrsoJ Dбо 

= 150000 N60 = 1173 501,6 (руб.). 
D[SO] 

Ожидаемая современная стоимость издержек составляет 

(0,4G-1200) + 1200 a[SO] + 0,03 · 150ООО10Е[50]. абО = 

= (0,4G-1200) + 1200 Nrso1+4500 Nбо = 
D(SO] D(SO] 

= ( 0,4G- 1200) + 19 263,82 + 35 205,05. 

Условие баланса в данном случае имеет вид 

G = 1173 501,6 + (0,4G- 1200) + 19 263,82 + 35 205,05, 

из полученного уравнения величина единовременной премии G 
равна 2044617 руб. 

Следует отметить, что при найденном значении единовремен

ной брутто-премии G ожидаемая современная стоимость издержек 
составляет 871115,8 руб. Это означает, что единовременная нетто-пре
мия в данном примере составляет 2044617-871115= 1173502 руб., 
т.е. 57% от всей брутто-премии. Остальные 43% брутто-премии по
крывают издержки. 

Пример. [ 56] заключил договор по бессрочному страхованию 
жизни со страховой суммой 100000 руб., выплачиваемой неза
медлительно. По договору уплата взносов производится в начале 

каждого квартала в течение пяти лет. Начальные издержки рав

ны величине квартального взноса, текущие издержки возникают 

в момент уплаты взноса и равны 5% от его величины. Издержки 
по закрытию полиса составляют 2% от страховой суммы. Требу
ется определить величину квартального взноса исходя из данных 

табл. П.3, П.4, П.7. 
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Решение. Единовременная нетто-премия по договору равна 

_ 1 _ 0,04 М[Sб] _ 
100 ООО AfsбJ - 100 000 8 A[sбJ - 100 ООО -- -

lnl,04 Dr561 

= 46 747)37 (руб.). 

Пусть G - размер годового взноса) тогда единовременная нетто

премия годовых взносов составляет 

•• N[sбJ - Nы G 
G a[sбJ:S] = G - 4>563072 . 

D[sбJ 
Единовременная нетто-премия квартальных взносов составляет 

Ga\iбJ:S] = ( 4)563072 - 318 ( 1 ....: 5Er561 )) G = 4,480936G. 

Ожидаемая современная стоимость издержек равна 

G 
··(4) -

0)2 + O,OSG а [sбJ:Sl + 0,02 · 100 000 A[sбJ = 

( 
•• (4) ) А 

= 0,2 + 0,05 а [sбJ:Sl G + 0,02 · 100 ООО (sб) = 

= 0,424047G + 934,95. 

Условие баланса в данном примере дает уравнение относительно G: 

46747,37 +0,424047G+934,95 =4,480936G. 

Решением данного уравнения является значение G= 11 753,42 (руб.). 
Отсюда величина квартального взноса составляет 2938,36 руб. 

Здесь следует отметить, что величина брутто-премии разделя -
ется на две составляющие: первая - 2608,13 руб. - соответствует 
квартальной нетто-премии, вторая - 330,29 руб. - является квар
тальной надбавкой для покрытия издержек. При этом вторая со
ставляющая равна 11,24% от всей премии. 

Пример. Страхователь точного возраста 52 года приобрел по
лис смешанного страхования жизни, выплаты по смерти в конце 

года смерти) срок действия полиса 12 лет, авансовые взносы выпла
чиваются ежегодно в течение 12 лет, уменьшаясь каждый год на 5%. 
Начальные издержки составляют 15% от страховой суммы, равной 
200 ООО руб., и 53% от первого взноса, текущие издержки - 3% от 
всех последующих взносов. Исходя из селективных табл. П.3-П.5 

требуется определить величину первого взноса. 

Решение. Величина взноса равна 

G(l-O,OS(k-1)) = l,OSG-0,0SG(l + k) 
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на k-м году действия полиса, k= 1,2, ... , 12. Их единовременная 
нетто-премия составляет 

l,OSG ii[szJ:izi- O,OSG (Iёi)[szJ:iz1 = 

= l,OSG N[s21 -N64 -0,0SG 5[s2J -5м -12Nм -
D[64J D[s21 

= 1,05 · 9,371G-0,05 · 55,403G= l,05G-2,77015G= ll,2863G. 

Единовременная нетто-премия страховых выплат составляет 

200 ООО А - = 200 ООО MrszJ - Мм+ D 64 -
rs2J:121 D 

[52] 

= 200 ООО· 0,639578 = 127 916 (руб.). 

Начальные издержки равны 

0,15 ·200000+ O,SG+ О,ОЗG. 

Величина O,SЗG разбита на два слагаемых для более краткой запи

си выражения ожидаемой современной стоимости всех издержек. 

Текущие издержки составляют на k-м году действия полиса ве
личину 

0,03 (l,OSG-0,0SG(l + k)). 

Теперь ожидаемая современная стоимость издержек равна 

0,15 · 200000+ O,SG+0,03 (1,0SG-0,0SG(l +k)) = 

= 30 ООО+ O,SG + 0,03 · l l,2863G. 

Условие баланса выплат и взносов дает уравнение 

121452 + 30 ООО+ O,SG + 0,03 · l l,2863G = l l,2863G, 

откуда величина первого взноса G равна 

G= 121452+зоооо _ 144962 ( б.). 
0,97. 11,2863 -0,5 ' ру 
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РЕЗЕРВЫ. БАЗИСЫ РАСЧЕТА 

Случайная величина текущего убытка была введена для вы -
числения нетто- и брутто-премий в различных случаях страховых 

договоров, связанных со страхованием жизни. При этом всегда 

рассматривались понятия современной стоимости, а также ожи -
даемой современной стоимости страховых выплат, страховых 

премий, издержек, соответствующие стоимости приводились к 

моменту заключения страхового договора. Вычисленные на мо

мент покупки полиса значения премий применялись в процессе 

действия полиса в соответствии с его условиями. Полисы, связан -
ные со страхованием жизни, являются долгосрочными, поэтому 

для страховой компании необходимо иметь как оценку своих буду
щих обязательств перед страхователем на любой момент периода 

действия полиса, так и оценку обязательств страхователя в течение 
всего периода действия полиса. Осредненной характеристикой ве

личины убытка, отнесенной к будущему моменту, является резерв. 

Как правило, под резервом понимается проспективный резерв, 

равный разности между ожидаемой современной стоимостью 

будущих выплат страховой компании, отнесенных к некоторому 
моменту в будущем, и ожидаемой современной стоимостью пре
мий, которые будут получены после указанного момента. Таким 
образом, проспективный резерв - это математическое ожидание 
случайной величины, которая называется случайной величиной 

будущего убытка, отнесенного к k + 1-му году действия полиса, и 
обозначается k L, где левый нижний индекс указывает на то, что 
данная случайная величина рассматривается на момент, непо

средственно предшествующий моменту внесения премии в на

чале k + 1-го года работы полиса. Например, в случае бессрочного 
страхования жизни со страховой суммой S, пожизненной уплатой 
взносов Р k в начале k + 1-го года и при величине издержек ek, возни -
кающих в момент уплаты взносов, случайной величиной будущего 

убытка, отнесенного к началу k + 1-го года действия полиса, т.е. к 
возрасту х + k, называется выражение 
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В этом случае резервом на начало k + 1-го года действия полиса яв

ляется математическое ожидание случайной величины k L: 
K(x+k) K~k) 

k V=E(kL) =Ах+k+в( Lvj ·е)-в( Lvj ·Р). 
j= O j=O 

При рассмотрении резерва, так же как и случайной величины 

будущего убытка, предполагается дожитие застрахованного до воз

растах+ k. 
Величина резерва определяется после вычисления премий. 

Поэтому при вычислении резерва вовсе не обязательно исполь

зовать те же актуарные предположения, что и при вычислении 

премий. Напротив, как правило, при расчетах резервов делают

ся более консервативные предположения, чем в случае премии. 

Это связано с тем, что величина резерва говорит о необходимых 
средствах компании, выделяемых для покрытия будущих выплат, 

в том .числе и издержек после фиксированного момента време

ни. При вычислении резерва трудно судить о реальном будущем 
уровне нормы доходности, о поведении страхователя, который 

может прекратить выплату взносов или отказаться от страхового 

договора. Ввиду всех этих обстоятельств резерв необходимо вы
числять с большей осторожностью, чем премии. Таким образом, 

при расчете резервов как будущих обязательств необходимо уточ -
нять предположения относительно смертности, величины нормы 

доходности. Набор предположений называется расчетным бази -
сом. Если речь идет о вычислении премий, то говорится о преми

альном базисе, если же речь идет о резервах, то указывается базис 

расчета резервов. 

4.1. Брутто-резервы 
При вычислении брутто-резервов, или просто резервов, учи

тываются не только страховые выплаты, указанные в страховом 

полисе, но и все дополнительные издержки, связанные с организа

цией и ведением мероприятий, имеющих отношение к интересую

щему нас страховому полису. Брутто-резерв на начало k + 1-го стра
хового года по данному полису определяется как разность между 

ожидаемой на этот момент стоимостью всех выплат и аналогичной 

стоимостью взносов, которые предстоит внести начиная с данного 

момента. Например, для полиса смешанного страхования на срок 
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п лет с единичной страховой суммой брутто-резерва обозначается 

через k Vx: ni и определяется как 

(4.1.1) 

где G - вычисленная на премиальном базисе брутто-премия по 

данному договору, а Ax+k: п-kl и а x+k:п-kl - единовременные нетто
премии, вычисленные на резервном базисе. Система обозначений 

для резервов такая же, как и у регулярных премий, единственное 

различие состоит в том, что у резерва левый нижний индекс указы

вает момент времени, для которого определяется данный резерв. 

Для расчета резервов часто бывает полезно применять рекуррент
ные формулы, которые следуют из соответствующих формул для 
единовременных премий выплат и премий. В частности, для случая 

смешанного страхования из ( 4.1.1) для k < п имеем 
n-k-1 d . n-k-1 l . 

V - = vq - G+" vj+l x+k+; -G" vj x+k+; = 
k x:nl x+k L...J [ L...J [ 

j=O x+k j=O x+k 

= v qx+k - G +v lx+k+l nf l(vj-1+1 dx+k+l+j-I - G vj-1 lx+k+l+j-1)· 

lx+k J=O lx+k+ 1 lx+k+ 1 

Обозначая в правой части последнего выражения j- 1 через j, по
лучим 

[ n-k-2( d . [ ·) у _ = v q _ G + v x+k+ i " vj+ i x+k+ i +1 _ G vj x+k+ i +; 
k x:nl x+k [ L...J [ [ ' 

x+k j=O x+k+l x+k+l 

откуда 

k vx:ili = vqx+k-G+ VPx+k· k+I vx:m· ( 4.1.2) 

Аналогично получаются рекуррентные соотношения для ре

зервов в других видах страхования. Для этого в выражениях еди

новременных нетто-премий, входящих в запись резерва, выделя

ется первое слагаемое и преобразуется вынесением произведения 

VPx+k за знак суммы второго слагаемого. 

Пример. Требуется вычислить величину резерва непосред
ственно перед внесением седьмой годовой премии для смешанного 

страхования жизни на срок 12 лет, возраст страхователя 53 года, 
страховая сумма 100 ООО руб. Выплаты по случаю смерти в конце 
страхового года, авансовые премии вносятся в течение 12 лет. Пре
мии определяются исходя из селективной табл. П.9, резервы - из 

окончательных табл. П.3, П. 7. 
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Решение. Сначала вычислим годовую премию G из условия 
баланса: 

100 ООО A53:izl = G а 53:121 , 

из табл. П.9 находим значение А53:121 =0,5777, а 53 :121 =8,867, откуда 
величина годового взноса G=6515,958 руб. Далее для расчета ис

комого резерва 100 ООО · 6 V53:121 воспользуемся коммутационными 

числами табл. П.3 и П. 7: 

А -= M59-Mбs+Dбs _ 
59:61 D 

59 

= (1514,6775-1258,7316 + 2144,1713) / 3008,9150 = 0,7977, 

·• Ns9 - N65 ( ) j a 59:6f = - 38 850,176-23 021,434 3008,9150 = 5,260615. 
D59 

Отсюда резерв с учетом страховой суммы равен 

100 ООО· 6 V53:i2I = 100000 · 0,7538-6515,958 · 5,260615 = 

= 41102,05 (руб.). 

Следует отметить, что если расчет премий и резервов основан 

на одном базисе, то из условия баланса расчета премий вытекает 
равенство 0 V =О. · В общем случае это не так: в данном примере 

М -М +D N -N 
0 V = 53 65 65 0,064653 53 65 -О,04253. 

Ds3 Dsз 

С учетом величины страховой суммы начальный резерв равен 

100 ООО· 0,04253 = 4253 (руб.). 

Положительность резерва на начало страхового договора объясня -
ется разницей в актуарных расчетных базисах: резервы вычисляют
ся при более низкой норме доходности и более высоких показате

лях смертности. Несмотря на положительность начального резерва, 

его значение в данном примере не превосходит 1 % от страховой 
суммы и 3% от ГОДОВОГО взноса. 

Вид договора страхования определяет структуру изменения 

резерва с течением времени. 

Пример. [ 56] заключил договор страхования дожития до воз
раста 65 лет со страховой суммой 250 ООО руб. Авансовые ·годовые 
премии вносятся в течение пяти лет. Начальные изд~ржки состав

ляют 40%, а текущие - 3% от премии. Требуется выч~слить значе-

\ 
i 
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ния резерва на начало пятого и шестого года действия полиса. Пре

мия определяется по табл. П.2, П.9 при норме доходности i = 0,05, 
базис расчета резервов - по табл. П.3, П. 7 при норме доходности 
i = 0,04. 

Решение. Брутто-премия находится из условия баланса 

250 ООО. А[56):~1+0,37G + О,ОЗG a[56)] :9f = G a[56]:9f· 

В левой части значение Ar56J:~I в соответствии с данными табл. П.2 
равно l 

А i - ( 1 os)-9 65 -
[56J:9Т- ' -l --

[56] 

= 0,644608916. (27 442,681/31158,931) = 0,568. 

Следовательно, ожидаемая современная стоимость выплат состав

ляет 250000. 0,568=141931,99 (руб.). в правой части a[56]:9f= 7,185 по 
табл П. 9. Отсюда брутто-премия 

G= 141931,99 / (О,97 · 7,185-0,37) = 21506,64. 

Далее, на начало пятого года резерв равен 

4 v = 250000 А60:~1 + О,ОЗG а6О:Тj- G або:тr= 
i D 

=250000 A6o:sт-0,97G=250000__Qi-0,97G= 
Dбо 

=250000·0,751-0,97G= 187716,7-0,97G= 166855,3 (руб.). 

Значение резерва на начало шестого года составляет 

i D б 
5 V = 250 ООО А61:41=250 000_02_= 198 084,2 (ру . ) . 

D61 

Пример. Договор страхования жизни на срок 15 лет со страхо
вой суммой 100 ООО руб. заключен с [ 50]. Выплаты по смерти про
изводятся незамедлительно, авансовые премии вносятся поквар

тально в течение 15 лет. Определить резерв на начало девятого года 
действия полиса. Премия вычисляется на основе табл. П.2, П.9 при 
норме доходности i = 0,05, резервы- согласно табл. П.2-П.4, П.7 с 
нормой ДОХОДНОСТИ i = 0,04. 

Решение. Прежде всего необходимо заметить, что базисы рас
четов премий и резервов не совпадают, поэтому здесь речь идет не 

о нетто-, а о брутто-премии. Брутто-премия определяется из равен

ства - условия баланса 
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- 1 ··(4) 
100 ООО A[5oJ:i5/ = G а [501 :15/' 

где ar5oJ:i5/ = 10,412 (см. табл. П.9), а значение A[1oJ:151 определяется из 
табл. П.2, П.9 и составляет 

. 15 

А i - =А - -(-1 ) ~= (50]:15/ (50):15/ 1 05 l 
' (50) 

=0 50417-(-1-)15 27 442,681=009( б.) . 
' 1,05 32 558,008 ) ру 

Таким образом, 

а(4) - = 10 412-1(1-(-1-)15 27 442,681 )= 
[50]:lS/ ) 8 1,05 32 558,008 

= 10,412- 0,222959=10,19 (руб.), 

A[1oJ:ls/ = о,о5 0,092071=0,10 (руб.), 
lnl,05 

откуда величина годовой брутто-премии равна 

G= 100000(О,101176/10,18904) = 992,99 (руб.). 

Искомое значение резерва 

V А1 G ··С4) 0,04 А1 G ··(4) 
8 = 100000 sв:7f- а 58:71= 100000 lnl,04 ss:7f- a 58:7f· 

Здесь согласно табл. П.3 и П. 7 

100000А1в:7f= 1ооооо(Мsв-М65 ) = 
Dss 

= 100000 (1550,2544-1258,7316) / 3166,2716 = 9207,132, 

100 ООО A1s:7f = 100 ООО ln~~~i4) А1в:71= 9390,071, 

аналогично из П.3 и П.4 получаем 

.. - - Nss - Nбs - 5 999 
ass:7\- - ' ' 

Dsв 

··( 4) 3 ( a 58:7f=5,999174-
8 

1 2012,1584)= 5 86. 
3166,2716 ' 

Искомое значение резерва равно 

8 v = 9390,071- 992,985. 5,862 = 3568,71 (руб.). 



Резервы. Базисы расчета 105 

Для трех основных типов страхования рассмотрим характер 

изменения величины резерва с течением времени. В приведенном 

ниже примере для долгосрочного страхования характер этого из

менения прослеживается. 

Пример. Построить диаграммы изменения величины резерва 

в зависимости от времени для трех типов договоров: страхования 

дожития, страхования жизни и смешанного страхования на срок 

20 лет для страхователя возраста 52 лет. Страховая сумма во всех 
случаях равна 100 ООО руб., авансовые годовые премии вносятся в 
течение всего срока страхования, выплата по смерти производится 

в конце года смерти, расчет премий и резервов основан на табл. П.3, 
П.4 и П.7. 

Решение. Для данного примера вычисляемая премия является 

годовой нетто-премией. Условие баланса для случая страхования 

дожития (Ga), страхования жизни (Gd) и смешанного страхования 
( G е) соответственно имеет вид 

i G .. 
lOOOOOAs2:201 = а as2:201, 

i G .. 
100 ООО А s2:201 = d as2:201' 

100 ООО As2:20/ = G е iis2:2ol' 

откуда значения премий согласно табл. П.3, П.4 и П.7 равны 

Ga= 100000 D72 =2392,79 (руб.), 
Ns2-N72 

Gd= 100000М52 -М72 -1566,26 (руб.), 
Ns2-N72 

Ge= 100000M52 -M72 +D72 -3959,06 (руб.). 
Ns2-N72 

После определения годовых премий соответствующие резервы 

определяются как 

V i А i G .. 
k s2:201=100 ООО s2+k:20-k\ - а as2+k:20-kl = 

= 100 ООО D72 _ G N 52+k - N72 
Ds2+k а Ds2+k ' 

у1 - = 100000 Ms2+k-M72 
k s2:201 D 

52+k 

G Ns2+k-N72 
d ' 

Ds2+k 
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М k-M +D Ns2+k-N72 i i 
V - = 100 ООО 52

+ 
72 72 G V V k s2:201 D - е D = k 52:201 + k 52:201· 

52+k 52+k 

Используя данные для коммутационных чисел в табл. П.3, П.4 
и П.7 для каждого k= 1,2,3, ... ,20, получаем требуемые диаграммы 
(рис. 2-4). 

100000-··· ................................ . 

90000 ················· ······ 

80000 - ·························.:.:.:.:······ 

70 ООО - ........... "" ............. " ..................................................................... " ..... " ........................................... " ..... " .... " ....... ,__ 
-

-
-

<:о 60000 - ".""" .... ".""... ". ""."." ."" ..... """ .. """.""" .. "."."." ... " ...... "" ".""".""" 
~ -

~ 50000-""""''' .... "" ... " .... "" .. 
-

40000 - " ... ········································ ........... "" ........... " ............ ". ········- ... . 

30000 - """"""""""""" .""".""""""."".""""""." " .. "" 
-

-
20000-""""""""""""""""""""""."" .. ;;:::"" "". "". " ... 

-
10000- """""" .... "."".п" ........ " ... ". "". 

0- 1п1П1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 

Номер страхового года 

Рис. 2. Изменение величины резерва для страхования дожития 

10000 - ....... " ....................................................... " ........... . 

9000- ""."""" .... ".""""""""""" ... "."""""""""".""""""" 
- -- -

8000- ... -
-

7000- """"""""""". """""."""""""""" .. """"""" ..... "" ... - "" "" "" .". 
-6000- """"""".""."""." .. " .. "."".".""" "" 

5000 - .. "" .. """"."" .. " ..... ". ''"""';::::""" "" 
-

4000 .. ···················;.:.:.:.······ 

3000 - ".""" .... """""". - .... 
-

2000 _""""".""."""_ " ... ". 

iooo- ... "П 
0- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 т 1 1 1 1 1 1 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 

Номер страхового года 

Рис. 3. Изменение величины резерва для страхования жизни 
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80000 

70000 ............................................................................... ...... .. .......... ..... .......... .. ................. ...... ... ............... ···--··.....:..; ······ 
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~ 
(") 
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60000 

50000 - ·························-- ···· 

40000 ... .............................. " .. " ... .- ... 

30000 

20000 ............................ ··········· ······ ···················- ···· 

10000- ~"п""пл ·П"" 
о - 1 1 1 1 1 1 1 l 1 

1 3 5 7 9 
1 1 1 1 1 1 

11 13 15 

Номер страхового года 

1 1 1 1 

17 19 
1 1 

21 

Рис. 4. Изменение величины резерва для смешанного страхования 
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Диаграммы, полученные для трех данных типов страхова

ния, показывают, что в страховании дожития величина резерва 

неуклонно увеличивается, причем увеличение для последних лет 

страхования сверхлинейное. В случае страхования жизни сначала 

происходит увеличение резерва, при этом он достигает максимума 

при прохождении 2/3 срока действия полиса, а затем неуклонно 
уменьшается. Образно это можно выразить так: в течение 2/3 срока 
страхования жизни возрастает «ожидание» страхового случая, за

тем оно ослабевает. Для случая смешанного страхования имеет ме

сто монотонное, практически линейное увеличение резерва. Здесь 
происходит, с одной стороны, возрастание ожидания страхового 

случая по дожитию, а с другой - угасание ожидания страховой 
выплаты по случаю смерти после 2/3 срока лействия полиса. ~ти 
проти»uпопожные тенденции нивелируют изменение резерва. 

4.2. Нетто-резервы 
Если вычисление резервов допускает возможность не учиты

вать издержки, при этом базис расчета основан на тех же актуарных 
предположениях, что и расчет премий, то эти резервы называют
ся нетто-резервами. Из определения нетто-резерва следует, что на 
практике их вычисление производится для грубой оценки будущих 
обязательств компании по какому-либо полису или для выяснения 
тенденций изменения страховых выплат, например, в ситуации де

мографических изменений. Применение нетто-резервов основано 
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на простых формулах, позволяющих сократить вычисления. В част

ности, для таких резервов всегда выполняется равенство 0 V =О. Рас
смотрим наиболее типичный случай смешанного страхования на 

срок п лет. Здесь годовая нетто-премия из условия баланса равна 

. Ax:rii 
Р=-.-. -

ax:ni 

Воспользовавшись соотношением (2.3.3), выразим нетто-премию 
через единовременную нетто-премию по срочному аннуитету, 

тогда 

Р = Ax:rii = 1- dax:ni .. .. ' 
ax:ni ax:tii 

откуда величина резерва при единичной страховой суме равна 

V _А _ I -dax:ni •• __ 
k x :rii - x+k:n-kl - •• ax+k:n-kl -

ax:ni 

-1 d"" - 1-dax:iii •• - - ax:пi-iix+k:n-kl 
- - ax+k:n-kl - •• ax+k:n-kl - ----::.,,...-. ---

ax: "iii ax:nJ 

Следовательно, 
.. 

V - = 1 - ax+k:n=kl 
k x:nl •• • 

ах: i1i 
( 4.2.1) 

Увеличивая в ( 4.2.1) срок страхования п, в пределе имеем 
.. 

v = 1- ax+k 
k х •• • ( 4.2.2) 

ах 

Пример. Для полиса бессрочного страхования жизни с еди
ничной страховой суммой взносы поступают в начале каждого 
года, выплата по смерти производится в конце года смерти. Извест

но, что а.65 = 10,27, 5 vбО = 0,2. Чему равна величина або? 

Решение. Из равенства ( 4.2.2) получаем уравнение 

s V60 =02=1-1027; а60 , 

из которого находим значение а60 = 12,838. 

Пример. При вычислении нетто-резерва известно, что 

Ax+n=k1 А" п Vx=k2 рх~Ах 
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для некоторых kl' kz Е R. Требуется выразить величины ах, Ах+п и п vx 
через kl' k2, i. 

Решение. Из равенства ( 4.2.2) и разложения 1 = Ах+п + d ах+п сле
дует, что 

v =k А - Px(1-k1AJ =k А ( рх)- px=k рх А 
п х 1 х d 1 х 1+ d d 2 d х· 

Выражая из полученного равенства Ах, имеем 

А =Р ·а = Рх/ d 
х х х k1 + (Рх / d) (k1 -k2) 

.. 1 
Отсюдаах = dk р (k -k ). Далее, 

l + х l 2 .. 
.. 1 ах 

ах= dk1+<k1-k2)(1-dax)fax - dk1ax+(k1-k2)(1-daJ· 

Выразим величину ах: 

.. 1 + k2 -kl 
а=----
х dk 

2 

Следовательно, 

п V =k2 Adx ~х = k2A; 
ах 1-Ах 

k2(1-d(l+k2- k1)ldk2)2 (ki-1)2 

(1 +k2-k1)f k2 1 +k2-k1 

Пример. (55) купил полис смешанного страхования на срок два 
года со страховой суммой 100000 руб. Выплата по смерти в конце 
года, годовые авансовые премии и резервы вычисляются при нор

ме доходности i = 0,05. Нетто-резерв на начало второго года равен 
40 ООО руб. Чему равно значение q55? 

Решение. Из рекуррентного соотношения ( 4.1.2) следует, что 

100000 1 
о vss:2i =о= 1,05 qss - G + 1,05 i vss:2i' 

откуда 

100000 1 
О q55 -G + 40000 Pss· 

1,05 1,05 
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Это означает, что годовая нетто-премия равна 

1 
G=-(l00000q55 + 40000р55). 

1,05 
Кроме ТОГО, поскольку 2 v55:2i = 100 ООО, то из ( 4.1.2) имеем 

Глава 4 

1 
40 ООО= v q56 • 100 ООО+ v р56 • 100 ООО - G = 100 ООО - - G. 

1,05 
Из выражения для G получаем уравнение относительно q55: 

40000= lOOOOO --1-(lOOOOOq55 +40000pss)· 
1,05 1,05 

Решая его, находим q55 = 0,3. 

Пример. Чему равен нетто-резерв для договора пожизненного 

страхования, если распределение случайной величины К(х) зада-

ется как 

Решение. Нетрудно видеть, что распределение К(х) не зависит 

от х. Кроме того, единовременная нетто-премия составляет 

L
oo . i . i аЬ 

А = vJ+ ·а·ЬJ+ =--
x+k j=O 1-Vb 

независимо от х и k. Следовательно, нетто-резерв равен .. 
а 

k V = 1 - ~+k =О при всех k. 
ах 

4.3. Прибыль от смертности 

Договоры, связанные со страхованием жизни, как правило, 

являются долгосрочными. Это обстоятельство обусловливает не
обходимость учитывать, как и в какой мере влияет на финансовое 
состояние страховой компании повышение или понижение реаль

ного уровня смертности по сравнению с расчетным средним по

казателем. Если для конца k + 1-го года действия полиса размер вы
платы по смерти равен bk+l' то разность Ьk+~ -k+~Vназывается сум
мой под риском смерти. Если имеется N одинаковых полисов, то 
произведение 

N qk+k (bk+1 - k+1 V) 

именуется ожидаемым напряжением смертности на k + 1-м году. 
Если в течение k+ 1-го года наблюдалось nd смертей, то 
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nd(bk+I - k+I V) -

реальное напряжение смертности. Прибылью от смертности на

зывается разность между ожидаемым и реальным напряжением 

смертности, т.е. разность 

(bk+I - k+I V) (N qk+I - nd). 

Пример. В начале 1996 г. страховая компания продала поли

сы по страхованию жизни на срок 20 лет страхователям возраста 
50 лет. Премии выплачиваются в начале года, выплаты по стра
ховому случаю - в конце года смерти. На 1 января 2005 г. общая 

страховая сумма была равна 850 ООО руб., в конце 2004 г. выплаты 
по случаю смерти составили 1 О ООО руб., других причин по прекра
щению действия указанных полисов в 2004 г. не было. Тарифный 
базис совпадает с базисом резервирования и основан на табл. П.3, 
П.4 и П.7, норма доходности 4%, издержки не учитываются, смерт
ность соответствует селективной табл. П.2. Чему равна прибыль от 

смертности за 2004 г.? 

Решение. На начало 2004 г. общая страховая сумма составила 
850000+ 10000=860000 (руб.). Вычислим необходимый резерв: 

у1 -=860000 Ms9-M70 - G Ns9-N70 _ 
9 [soJ:201 D D 

59 59 

= 148 708,3 - 860 ООО Mrso1 - М70 N59 - N70 = 
N[SO] - N70 D59 

= 148 708,3-860000. 0,012647. 8,395811=57 390,26514 (руб.). 

Поскольку в соответствии с табл. П.2 

q58=1- 30435,225 / 30 795,116 = 0,011686, 

то ожидаемое напряжение смертности равно 

q58 (860 000- 57 390,26514) = 

= 0,011686 (860 ООО- 57 390,26514) = 9379,297. 

Так как условие примера означает, что ndbk+I = 10000 (руб.), то ре
альное напряжение смертности составляет 

1 О ООО - п d • 9 Vr1o]:2ol = 1О000(1- 9 V[1oJ:2ol / 860 ООО) = 

= 10000 (1-57 390,26514/ 860000) =9332,671 (руб.), 

отсюда прибыль от смертности равна 9379,297-9332,671 =46,626 (руб.). 

i'i 
1! 
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112 Глава 4 

Пример. 30 страхователей возраста 57 лет заключили договор 
страхования дожития на срок 8 лет, страховая сумма по каждому 
полису равна 100000 руб. Используя селективные табл. П.2 и П.4, 

u u 

наити ожидаемое напряжение смертности для второго года деи -
ствия полиса при условии, что через год после покупки полиса все 

страхователи были живы. 

Решение. Поскольку в данном договоре выплаты по смерти от

сутствуют, то для каждого полиса ожидаемое напряжение смерт

ности равно 

-100 ООО qr57J+i • 2 V = -100 ООО qr57J+i · 2 V. 

Для страхования дожития резерв 

V А i Dбs Dбs 
2 = [57]+2:6f = = --, 

Drs7J+2 Ds9 

следовательно, для всей группы полисов искомое напряжение равно 

-30· 100000·qr57J+l D
65 =- 30-100000·(1 /s

9 
) Dбs = 

Ds9 (57]+1 Ds9 

= - 30 · 100 ООО· 0,007483425 · (2144,171/3008,915) = 

=-30·100 ООО· 0,007483425 · 0,712606139 =-15998,20 (руб.). 
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114 Приложение 

Аrреrированная таблица характеристик дожития 

Возрастх [х dx Рх qx µх 
о 

ех 

18 96514 108 0,99888 0,00112 0,00107 52,45 

19 96406 113 0,99883 0,00117 0,00115 51,51 

20 96293 115 0,99881 0,00119 0,00119 50,57 

21 96178 113 0,99882 0,00118 0,00119 49,63 

22 96065 110 0,99886 0,00114 0,00116 48,69 

23 95955 104 0,99892 0,00108 0,00112 47,74 

24 95851 98 0,99898 0,00102 0,00105 46,80 

25 95753 95 0,99901 0,00099 0,00100 45,84 

26 95658 94 0,99902 0,00098 0,00098 44,89 

27 95564 96 0,99900 0,00100 0,00099 43,93 

28 95468 99 0,99896 0,00104 0,00102 42,98 

29 95369 104 0,99891 0,00109 0,00109 42,02 

30 95265 110 0,99885 0,00115 0,00112 41,06 

31 95155 115 0,99879 0,00121 0,00118 40,11 

32 95040 122 0,99872 0,00128 0,00125 39,16 

33 94918 129 0,99860 0,00136 0,00130 38,21 

34 94789 137 0,99860 0,00145 0,00140 37,26 

35 94652 147 0,99850 0,00155 0,00150 36,31 

36 94505 158 0,99830 0,00167 0,00160 35,37 

37 94347 171 0,99820 0,00181 0,00170 34,43 

38 94176 185 0,99800 0,00196 0,00190 33,49 

39 93991 201 0,99790 0,00214 0,00210 32,55 

40 93790 211 0,99770 0,00235 0,00220 31,62 

41 93579 251 0,99740 0,00259 0,00250 30,70 

42 93328 268 0,99710 0,00287 0,00270 29,77 

43 93060 297 0,99680 0,00319 0,00300 28,86 

44 92763 330 0,99640 0,00356 0,00340 27,95 

45 92433 369 0,99600 0,00399 0,00380 27,05 

46 92064 412 0,99550 0,00448 0,00420 26,15 

47 91652 463 0,99500 0,00505 0,00480 25,27 

48 91189 520 0,99430 0,00570 0,00540 24,40 

49 90669 584 0,99360 0,00644 0,00610 23,53 
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Таблица П.1 
и коммутационных чисел (i=0,04) 

- - - -
Возрастх Dx Nx сх мх Rx 

18 47642 1033403 52,6 7111,2 315 085,1 

19 45758 986708 52,1 7058,6 307973,9 

20 43947 941862 51,7 7006,5 300915,3 

21 42206 898 791 48,6 6954,8 293908,8 

22 40535 857 426 45,9 6906,2 286954,0 

23 38931 817699 40,4 6860,3 280047,8 

24 37394 779 541 37,6 6819,9 273187,5 

25 35919 742891 35,2 6782,3 266367,6 

26 34503 707684 33,6 6747,1 259585,3 

27 33143 673 866 32,9 6713,5 252838,2 

28 31836 641381 32,1 6680,6 246124,7 

29 30580 610176 32,5 6648,5 239444,1 

30 29372 580204 33,0 6616,0 232 795,6 

31 28210 551417 33,6 6583,0 226179,6 

32 27092 523 770 34,7 6549,4 219 596,6 

33 26016 497219 34,0 6514,7 213 047,0 

34 24982 471723 35,9 6480,7 206532,5 

35 23986 447243 36,1 6444,8 200051,8 

36 23028 423 738 38,1 6408,7 193607,0 

37 22105 401175 39,5 6370,6 187198,3 

38 21216 379517 40,8 6331,1 180827,7 

39 20360 358 731 42,7 6290,3 174496,6 

40 19535 338 786 44,5 6247,6 168206,3 

41 18740 319650 47,1 6203,1 161958,7 

42 17973 301296 50,8 6156,0 155755,6 

43 17232 283696 54,2 6105,2 149599,6 

44 16516 266824 57,9 6051,0 143494,4 

45 15824 250656 61,6 5993,1 137 443,4 

46 15155 235168 66,3 5931,5 131450,3 

47 14507 220339 72,5 5865,2 125 518,8 

48 13878 206148 76,7 5792,7 119653,6 

49 13269 192 576 84,2 5716,0 113860,9 



116 Приложение 

Возрастх lx dx Рх qx µх 
о 

ех 

50 90085 656 0,99270 0,00728 0,00690 22,68 

51 89429 736 0,99180 0,00823 0,00780 21,84 

52 88693 825 0,99070 0,00930 0,00880 21,02 

53 87868 923 0,98950 0,01051 0,00990 20,21 

54 86945 1029 0,98820 0,01184 0,01120 19,42 

55 85916 1144 0,98669 0,01331 0,01263 18,65 

56 84772 1265 0,98508 0,01492 0,01420 17,89 

57 83507 1393 0,98332 0,01668 0,01590 17,16 

58 82114 1526 0,98141 0,01859 0,01776 16,44 

59 80588 1664 0,97935 0,02065 0,01978 15,74 

60 78924 1805 0,97713 0,02287 0,02197 15,06 

61 77119 1947 0,97475 0,02525 0,02433 14,40 

62 75172 2088 0,97222 0,02778 0,02684 13,76 

63 73084 2228 0,96951 0,03049 0,02983 13,14 

64 70856 2366 0,96661 0,03339 0,03243 12,54 

65 68490 2499 0,96352 0,03648 0,03553 11,95 

66 65991 2625 0,96022 0,03978 0,04239 11,39 

67 63366 2745 0,95668 0,04332 0,04239 10,94 

68 60621 2856 0,95288 0,04712 0,04622 10,31 

69 57765 2959 0,94878 0,05122 0,05056 9,79 

70 54806 3051 0,94430 0,05566 0,05490 9,29 

71 51755 3130 0,93950 0,06047 0,05980 8,81 

72 48625 3195 0,93430 0,06570 0,06510 8,35 

73 45430 3243 0,92860 0,07139 0,07140 7,90 

74 42187 3273 0,92240 0,07759 0,07730 7,47 

75 38914 3282 0,91570 0,08434 0,08430 7,05 

76 35632 3266 0,90830 0,09167 0,09200 6,66 

77 32366 3225 0,90040 0,09963 0,10040 6,28 

78 29141 3154 0,89180 0,10824 0,10960 5,92 

79 25987 3054 0,88250 0,11752 0,11960 5,57 

80 22933 2923 0,87250 0,12747 0,13050 5,25 
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Окончание табл. П.1 

- - - -
Возрастх Dx Nx сх мх Rx 

50 12676 179605 90,2 5631,8 108144,9 

51 12100 167 218 97,5 5541,6 102 513,1 

52 11539 155400 105,2 5444,1 96971,5 

53 10992 144136 113,4 5338,9 91527,4 

54 10458 133412 121,4 5225,5 86188,5 

55 9936,7 123 216 129,7 5104,1 80963,0 

56 9427,3 113 535 138,0 4974,4 75858,9 

57 8929,4 104358 146,0 . 4836,4 70884,5 

58 8442,7 95672,6 153,8 4690,4 66048,1 

59 7967,2 87468,5 161,3 4536,6 61357,7 

60 7 502,5 79734,6 168,2 4375,3 56821,1 

61 7049,0 72459,7 174,5 4207,1 52445,8 

62 6606,8 65632,8 179,9 4032,6 48238,7 

63 6176,2 59242,3 184,6 3852,7 44206,1 

64 5 757,6 53276,4 188,5 3668,1 40353,4 

65 5 351,3 47723,0 191,5 3479,6 36685,3 

66 4957,7 42569,5 193,4 3288,1 33205,7 

67 4577,4 37803,1 194,4 3094,7 29917,6 

68 4210,7 33410,1 194,5 2900,3 26822,9 

69 3858,0 29 376,9 193,8 2705,8 23922,6 

70 3 519,6 25689,3 192,1 2512,0 21216,8 

71 3195,8 22 332,8 189,5 2319,9 18 704,8 

72 2887,1 19292,6 186,0 2130,4 16384,9 

73 2593,6 16553,6 181,5 1944,4 14254,5 

74 2 315,9 14100,1 176,3 1762,9 12 310,1 

75 2054,0. 11916,5 169,9 1586,6 10547,2 

76 1808,4 9986,7 162,5 1416,7 8960,6 

77 1579,5 8294,1 154,4 1254,2 7 543,9 

78 1367,4 6822,1 145,1 1099,8 6289,7 
,, 

79 1172,5 5 553,5 135,1 954,7 5 189,9 

80 994,9 4471,2 124,4 819,6 4235,2 
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Возраст 
[х] 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

Приложение 

Таблица П.2 

Селективная таблица ожидаемого числа лиц, 
доживших до фиксированного возраста 

l[x] l[x] +1 lx+2 
Возраст 
х+2 

32558,008 32464,813 32338,568 52 

32 383,756 32282,013 32143,546 53 

32188,740 32077,958 31926,430 54 

31970,942 31850,639 31685,203 55 

31728,226 31597,933 31417,739 56 

31458,342 31317,610 31121,815 57 

31158,931 31007,338 30795,116 58 

30 827,543 30664,702 30435,225 59 

30461,645 30 287,215 30039,787 60 

30058,648 29872,344 29 606,239 61 

29615,936 29417,538 29132,138 62 

29130,898 . 28920,265 28615,051 63 

28600,975 28378,059 28052,632 64 

28023,708 27788,571 27 442,681 65 

27 396,808 27149,632 26783,206 66 

26 718,225 26459,331 26072,500 67 

25986,236 25 716,097 25 309,230 68 

25199,536 24918,797 24492,529 69 

24357,348 24066,835 23 622,102 70 

23459,538 23160,273 22698,338 71 

22 506,732 22199,940 21722,421 72 

21500,445 21187,559 20696,450 73 
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Возраст [х] 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

Таблица П.3 

Селективная таблица коммутационных чисел 

Dx (i=0,04) 

DrxJ DrxJ+1 D x +2 
Возраст 
х+2 

4581,3224 4392,5083 4207,1417 52 

4381,5413 4199,7841 4020,9326 53 

4187,6496 4012,7281 3840,1664 54 

3999,3411 3831,0501 3664,5684 55 

3816,3261 3654,4752 3493,8796 56 

3638,3307 3482,7444 3327,8564 57 

3465,0983 3315,6153 3166,2716 58 

3296,3898 3152,8628 3008,9150 59 

3131,9850 2994,2784 2855,5942 60 

2971,6874 2839,6770 2706,1356 61 

2815,3028 2688,8874 2560,3853 62 

2662,6874 2541,7641 2418,2197 63 

2513,7020 2398,1830 2279,5016 64 

2368,2373 2258,0445 2144,1713 65 

2226,2106 2121,2746 2012,1584 66 

2087,5676 1987,8264 1883,4277 67 

1952,2839 1857,6818 1757,9716 68 

1820,3664 1730,8523 1635,8114 69 

1691,8542 1607,3801 1516,9972 70 

1566,8197 1487,3388 1401,6093 71 

1445,3689 1370,8335 1289,7567 72 
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Возраст [х] 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

Приложение 

Таблица П.4 

Селективная таблица коммутационных чисел 
Nx (i=0,04) 

NrxJ N[xJ+1 Nx+2 
Возраст 
х+2 

73544,823 68 963,501 64570,993 52 

68945,176 64563,635 60353,851 53 

64543,296 60355,647 56 342,918 54 

60333,143 56333,802 52502,752 55 

56308,985 48827,049 45 344,304 56 

52465,379 48827,049 45344,304 57 

48 797,161 45332,063 42016,448 58 

45299,429 42003,039 38850,176 59 

41967,525 38855,540 35841,261 60 

38 797,026 35825,344 32985,667 61 

35 783,721 32 968,419 30279,531 62 

32923,597 30260,910 27719,146 63 

30212,820 27699,118 25300,935 64 

27 647,715 25279,478 23 021,434 65 

25224,747 22 998,537 20877,262 66 

22940,498 20852,930 18865,104 67 

20791,642 18839,358 16981,676 68 

18 774,923 16954,557 15 223,705 69 

16887,127 15195,273 13 587,893 70 

15125,055 13558,235 12070,896 71 

13485,489 12040,120 10669,287 72 
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Возраст 
[х] 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

Таблица П.5 

Селективная таблица коммутационных чисел 
sx (i=0)04) 

s[x] s(x] +1 s x +2 
Возраст 
х+2 

894451,04 820906,22 751042,72 52 

820880,53 751935,36 687 371,72 53 

751906,81 687 363,52 627007,87 54 

687 331,90 626 998,76 570664,95 55 

626963,84 570654,86 518162,20 56 

570616,44 518151,07 469324,02 57 

518108,94 469311,78 423 979,71 58 

469265,73 423966,30 381963,27 59 

423916,16 381948,63 343113,09 60 

381894,20 343097,17 307271,83 61 

343038,30 307254,58 274286,16 62 

307191,14 274267,54 244006,63 63 

274199,42 243986,60 216287,48 64 

243913,74 216266,03 190986,55 65 

216188,40 190963,65 167965,12 66 

190881,28 167940,78 147 087,85 67 

167853,75 147062,11 128222,75 68 

146970,55 128195,63 111241,07 69 

128099,77 111212,64 96017,37 70 

111112.76 qi; 987,71 82429,48 71 

95 884,19 82398,70 70358,58 72 
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Возраст 
[х] 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

Приложение 

Таблица П.6 

Селективная таблица коммутационных чисел 

сх (i=0,04) 

с[х] c[x]+l сх+2 
Возраст 
х+2 

12,609341 16,424011 24,395920 52 

13,236384 17,321323 26,115030 53 

13,857979 18,226081 27,899252 54 

14,470232 19,133627 29,743892 55 

15,069130 20,038858 31,643194 56 

15,650489 20,936317 33,590294 57 

16,209896 21,820065 35,576898 58 

16,742839 22,683787 37,593298 59 

17,244589 23,520583 39,628125 60 

17,710143 24,323062 41,668139 61 
. . 

18,134448 25,083390 43,698194 62 

18,512257 25,793162 45,701021 63 

18,838191 26,443565 47,657146 64 

19,106779 27,025297 49,544810 65 

19,312570 27,528698 51,340028 66 

19,450149 27,943908 53,016515 67 

19,514298 28,260877 54,545971 68 

19,500045 28,469657 55,898285 69 

19,402802 28,560501 57,041926 70 

19,218626 28,524213 57,944508 71 

18,944269 28,352395 58,573508 72 
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Возраст 
[х] 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

Таблица П.7 

Селективная таблица коммутационных чисел 

мх (i=0,04) 

м[х] MlxJ+1 Мх+2 
Возраст 
х+2 

1752,6753 1740,0660 1723,6420 52 

1729,8038 1716,5674 1699,2461 53 

1705,2151 1691,3571 1673,1310 54 

1678,8356 1664,3654 1645,2318 55 

1650,5959 1635,5267 1615,4879 56 

1620,4315 1604,7810 1583,8447 57 

1588,2844 1572,0745 1550,2544 58 

1554,1041 1537,3613 1514,6775 59 

1517,8494 1500,6048 1477,0842 60 

1479,4893 1461,7791 1437,4561 61 

1439,0058 1420,8713 1395,7879 62 

1396,3952 1377,8829 1352,0897 63 

1351,6705 1332,8323 1306,3887 64 

1304,8637 1285,7569 1258,7316 65 

1256,0280 1236,7155 1209,1868 66 

1205,2408 1185,7906 1157,8467 67 

1152,6054 1133,0911 1104,8302 68 

1098,2540 1078,7539 1050,2843 69 

1042,3493 1022,9465 994,3860 70 

985,0869 965,8683 937,3440 71 

926,6962 907,7519 879,3995 72 
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Возраст 
[х] 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

Приложение 

Таблица П.8 

Селективная таблица коммутационных чисел 
Rx (i=0,04) 

Rlxl RlxJ+1 Rx+2 
Возраст 
х+2 

39142,860 37 390,185 35650,119 52 

37372,848 35643,044 33926,477 53 

35623,803 33918,588 32227,231 54 

33 897,301 32218,465 30554,100 55 

32194,991 30544,395 28908,868 56 

30518,593 28 898,161 27293,380 57 

28869,894 27281,610 25709,536 58 

27250,747 25696,643 24159,281 59 

25663,058 24145,209 22644,604 60 

24663,058 22629,299 21167,520 61 

22589,941 21150,935 19730,063 62 

21108,554 19 712,158 18334,276 63 

19666,689 18 315,018 16982,186 64 

18266,418 16961,554 15675,797 65 

16909,809 15 653,781 14417,065 66 

15 598,910 14393,669 13207,879 67 

14335,728 13183,123 12050,032 68 

13122,210 12023,956 10945,202 69 

11960,213 10917,864 9894,918 70 

10851,487 9866,400 8900,532 71 

9797,636 8870,939 7963,188 72 
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[х] 

64 

63 

62 

61 

60 

59 

58 

57 

56 

55 

54 

53 

52 

51 

50 

Таблица П.9 

Показатели страхования на срок для значения 

x+n=65 (i=0,05) 

Селективные показатели 
1 

Предельные показатели 

.. 
ArxJ:rii px:rii 

.. 
Ax:rii px:"iii а[х] :"iii п ax:rii х 

1,000 0,95238 0,95238 1 1,000 0,95238 0,95238 64 

1,944 0,90741 0,46668 2 1,934 0,90792 0,46953 63 

2,835 0,86502 0,30516 3 2,809 0,86624 0,30839 62 

3,668 0,82532 0,22498 4 3,632 0,82703 0,22769 61 

4,452 0,78799 0,17699 5 4,409 0,79003 0,17917 60 

5,191 0,75279 0,14500 6 5,145 0,75501 0,14675 59 

5,891 0,71948 0,12213 7 5,843 0,72178 0,12354 58 

6,555 0,68788 0,10495 8 6,506 0,69019 0,10609 57 

7,185 0,65784 0,09155 9 7,138 0,66010 0,09248 56 

7,786 0,62923 0,08081 10 7,741 0,63140 0,08157 55 

8,359 0,60194 0,07201 11 8,316 0,60399 0,07263 54 

8,907 0,57586 0,06465 12 8,867 0,57777 0,06516 53 

9,431 0,55092 0,05842 13 9,394 0,55269 0,05884 52 

9,932 0,52704 0,05306 14 9,898 0,52866 0,05341 51 

10,412 0,50417 0,04842 15 10,382 0,40563 0,04870 50 
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